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INTRODUCTION 



Le présent ouvrage a été composé sur rinvitation de la 
Société Scientifique Argentine, en vue d'un volume qu'elle se 
proposait de publier pour commémorer le 30® anniversaire de 
sa fondation. Des circonstances fortuites ayant empoché cette 
publication, je me décide à soumettre mon travail au public. 
Je m'y suis proposé d'éclaircir et de vulgariser les notions 
qui servent de base aux Mathématiques pures. C'était déjà 
le but de ma thèse sur la Métapht/sique des concepts ma- 
thématiques fondamentaux ; mais celle-ci avait pour objet 
principal le concept de limite, tandis que Tétude présente 
a pour objet le concept de quantité, soit isolé, soit combiné 
avec le concept de direction. C'est, en somme, un exposé 
de la généralisation progressive du concept de grandeur ou de 
quantité mathématique. Je me suis efforcé de lui donner une 
forme élémentaire, pour le rendre accessible même aux per- 
sonnes qui n'ont pas une préparation mathématique spéciale. 
J'y ai inséré, à Toccasion, des données historiques et des 
renseignements propres à illustrer les théories et à intéresser 
le lecteur. J'ai résumé, dans un Appendice^ les travaux de 
Tannery, de Kronecker et d'autres sur les movens d'éliminer 
de l'Analyse les nombres négatifs, fractionnaires et complexes, 
ainsi que ceux de l'abbé Georges sur l'interprétation des quan- 
tités dites imaginaires. Une troisième Note a pour objet d'éla- 
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blir les relations qui existent entre la Théorie des Quaternions 
et celle des vecteurs dirigés dans un espace à quatre dimen* 
sions. Bien que dans ce travail j'aie visé avant tout à la clarté 
et à la concision, j'espère qu'on y trouvera quelque nouveauté, 
sinon dans le contenu scientifique, du moins dans la méthode 
d'exposition, et qu'il pourra rendre quelques services dans 
renseignement. 
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PREMIERE PARTIE 



L£ CONCEPT DE QUANTITÉ 



Les sciences exactes, de môme que les autres, ont leur origine 
dans Texpérience; celle-ci leur a fourni les données premières, les- 
quelles, combinées par des procédés logiques, ont conduit aux résultats 
particuliers de chaque branche. Cette seconde partie des sciences 
exactes, c'est-à-dire celle qui consiste à combiner par la logique les 
données premières, constitue ce que Ton appelle spécialement les 
Mathématiques. Il découle de là que les mathématiques seront tou- 
jours rigoureusement logiques, quelles que soient les données pre- 
mières qui lai servent de point de départ, pourvu que ces données, 
combinées par le raisonnement, ne conduisent à aucune contradiction. 
On 8*cxplique par là comment Ton peut aisément, et moyennant un 
raffinement intellectuel, dissimuler et même éliminer des sciences 
exactes toute donnée expérimentale : il suffit pour cela de créer par 
définition des objets et des symboles qui remplaceront les données 
primitivement tirées de Texpérience, pourvu toutefois qu'on évite de 
donner lieu aux contradictions mentionnées plus haut. Seulement, il 

Damis — Étnde lar les qaantiUt mathématiqaes 1 
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arrive que, si on laisse la fantaisie créer tous les objets ou sym- 
boles qu'il lui plaira et fonder ainsi des sciences exactes ou des 
branches de celles-ci à volonté, on court le risque de se perdre dans 
une stérilité condamnable. Au contraire, tout ce jeu de définitions et 
de symboles doit être subordonne à une utilité pratique, et par con- 
séquent se baser, sinon sur les objets mêmes de rexpérience, du 
moins sur des définitions d'objets qui puissent pratiquement rem- 
placer les premiers. 

Voilà pourquoi, dans une étude métaphysique telle que celle qui 
fait Tobjet de ce mémoire. Ton ne peut absolument pas perdre de vue 
la fin primordiale et utilitaire de la science exacte, ni se laisser en- 
traîner à des jeux de symboles qui lui donneraient une allure caba- 
listique, sans chercher préalablement quelle signification ces symboles 
ont dans Texpérience, afin de ne pas perdre son temps avec eux, si 
Ton découvre qu'il est impossible de leur fournir une interprétation 
expérimentale et partant *une fin utilitaire ; à moins toutefois que 
l'Utilité ne soit indirecte (*), auquel cas on ne devra pas en pousser 
l'étude outre mesure. 

De la notion première d'espace Ton tire celle de corps. Un seul 
cîorps fournit à son tour celle d'extension et de forme, base de la 
géométrie. Plusieurs corps font naître en nous le concept de noynbre 
d'objets, car il est évident que la conscience distingue une seule im- 
pressir)n de plusieurs. Ce concept de nombre d'objets est le résidu 
qui subsiste encore dans notre conscience, quand tou^ les caractères 
différentiels de plusieurs corps ont disparu ; il indique combien d'ex- 
citations cette dernière a reçues, et il est séparé et isolé des corps 
mêmes au moyen de la faculté de Vabsiraction. 
Supposons que plusieurs objets soient considérés sous un caractère 



(») Par exemple, la Géomctrie nommée non- euclidienne ou Métagéométrie^ 
quoique Inutile en soi. par le fait qu'elle ne correspond pas à rexpérience, 
offre néanmoins une utilité indirecte, pour démontrer que la Géométrie eucli- 
dienne, la seule conforme à Texpérience, n*a pas pourtant une certitude! apo- 
éictiquc, ce qui sert h réfuter un des arguments de Kant sur Vapriorité de la 
notion d'espace. — Voir Bertràrd A. W. Russbll, Essai sur les Fondrinents 
de ta Géomiirie^ trad. Cadenat, Gauthier- Villars, 1901, Paris. 
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<*ommun établi moyennant une définition, il est évident qu'un en- 
semble de ces objets sera complètement fixé, au point de vue dé- 
terminé par la définition en (|uestion, quand Ton connaîtra cette 
dernière ainsi que le 7iombre de ces objets. 

]\fais Ton peut distinguer deux sortes d'objets : ceux qui par leur 
nature ne peuvent souffrir de réduction en parties (parce que, si 
cela se faisait, ces parties ne continueraient plus à satisfaire à la dé- 
finition primitive) ; et ceux dont le contraire a lieu. Un ensemble 
d'objets de la première espèce ne peut diminuer que d'un objet, et 
jamais d'une partie de celui-ci ; c'est pour cela qu'on l'appelle dis^ 
continu. 

Le contraire a lieu dans les ensembles de la deuxième espèce, 
nommés continus ; car dans ceux-ci les parties des objets primitifs 
sont aussi d'autres objets satisfaisant à la condition commune. 

Un ensemble de la première espère ne peut, d'après cela, qu'être 
considéré comme formé par l'agrégation de ses objets compo- 
sants, et non des parties de ceux-ci ; chacun de ces objets est alors 
nommé unilè, et comme celle-ci n'est pas décomposable, la déter- 
mination de l'ensemble dépend exclusivement du nombre d'objets ; 
c'est pour cela que le concept de nombre est resté le symbole des 
ensembles discontinus. 

Les ensembles continus peuvent être considérés comme formés, non 
seulement par l'agrégation des objets donnés, mais aussi par celle 
d'autres objets obtenus en prenant des parties des objets primitifs, 
puisque ceux-ci sont décomposablcs ; voilà pourquoi l'unité n'a pas 
lin caractère absolu, comme dans l'autre cas, et peut changer de va- 
leur moyennant un changement correspondant du nombre de ces 
unités. Le concept de nombre d'objets n'épuise plus alors la re- 
présentation symbolique de l'ensemble, comme cela arrivait aupa- 
ravant. 

Nous sommes maintenant amenés à la considération de la notion 
de grandeur ou quantité rnalliémaiicpie. On donne ce nom à tout ce 
qui peut être assimilé à un des ensembles antérieurs, c'est-à-dire 
considéré comme constitué par l'agrégation de parties ou d'M/uVe.s- 
pa rfaitement définies par elles-mêmes et se prêtant à des combi. 
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naisons nommées opéi^ations, soit entre elles, soit avec les élé~ 
mcnts analogues de d'autres ensembles de même unité et également 
ordonnés. 

Les quantités mathématiques sont dites discontinues ou discrètes 
si elles se résolvent en un ensemble discontinu ; et concrètes ou con' 
tinues dans Tautre cas. 

Pour simplifier le langage, nous n'emploierons dans ce qui suit 
que les termes quantités ou grandeurs ; il sera sous-entendu qu'il 
s'agit de quantités ou grandeurs mathématiques. Nous remplacerons 
aussi parfois ces termes par celui à! ensembles, puisque tout ensemble 
d'unités bien définies est une quantité mathématique. 

D'après ce qui précède, une quantité sera complètement déter- 
minée, lorsque l'on aura défini son unité et le nombre de ses unités. 
Seulement, il faut observer que les quantités discrètes par leur na- 
ture imposent leur unité, tandis que dans les quantités continues la 
détermination de cette unité est complètement arbitraire et doit être 
l'effet d'un choix libre ; mais, une fois ce choix fait, on peut appliquer 
aux quantités continues toutes les observations faites sur les discon- 
tinues. 

Supposons donc Vunité fixée et bien définie, soit librement choisie, 
soit imposée par la nature môme de la quantité ; la détermination 
complète de la quantité dépendra maintenant du concept de nombre 
d'objets ou d'unités. Pour pouvoir apprécier ce nombre et ranger les 
éléments constitutifs, ce qui permettra de les combiner, soit entre 
eux, soit avec les éléments analogues d'autres quantités de mémo 
unité, il faut donner un nom à ces éléments et établir des symboles 
qui les représentent. Seulement, comme on ne saurait trouver ni 
retenir des mots et des symboles écrits différents pour tous les 
éléments possibles, il est nécessaire d'établir une convention, 
qu'on appelle numération, capable de permettre la représentation 
d'autant d'éléments que l'on voudra (du moins dans les limites de 
ses applications) avec un nombre réduit de mots et de symboles 
écrits. 

Les doigts des mains et des pieds ont servi aux premiers hommes 
I our apprécier les ensembles réduits. Ils faisaient en effet ccrrcs- 
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pondre à un doigt chaque élément de Ténsemble ; ce n*est que quand 
ce nombre d'éléments a été trop grand pour permettre la correspon- 
dance en question, qu'on a été obligé d'inventer la partie scientifique 
du concept de nombre d'objets^ en établissant la convention citée 
plus haut. Chaque civilisation à peu près a eu la sienne ; toutes con- 
sistent à employer un mot et un symbole écrit spécial pour un cer- 
tain nombre des premiers éléments, et ensuite à considérer le groupe 
formé par ceux-ci comme une nouvelle unité, à la traiter conune telle 
par répétition, jusqu'à ce qu'on forme un nouveau groupe, qu'on 
prend pour une nouvelle unité, formée par rapport à la précédente 
comme celle-ci l'était par rapport à l'unité primitive ; et ainsi de 
suite. Il suffit alors de donner une désignation nouvelle à chaque 
groupe-unité ainsi considéré (ce qui réduit extraordinairement les 
I noms à donner, du moins dans les limites pratiques), et d'assigner 

i aux symboles écrits primitifs une valeur spéciale selon le rang qu'ils 

! occupent les uns par rapport aux autres, valeur qui correspond à 

resi)èce d'unité à laquelle ils se rapportent ; ce qui permet de 
n'employer aucun symbole nouveau. 

Le nombre des unités qui constituent la nouvelle unité se nomme 

la base du système de numération. Les noms wn, deux, trois, etc., 

i employés par nous, ainsi que ceux employés par presque tous les 

peuples de civilisation européenne, dérivent de ceux qui existaient 

dans les langues mortes : latin et grec, lesquels probablement ti- 

I raient leur origine du sanscrit. 

On attribue aux Chinois et aux Hindous l'invention de la numéra- 
tion. Les Chinois paraissent avoir suivi la numération binaire, soi- 
disant inventée par un nommé Fo-Hi, 3 5oo ans avant notre ère, 
et comme symboles écrits ils employaient des barres horizontales 
pleines ou interrompues, qui correspondaient respectivement à nos 
chiffres i et o. Si la première barre (à partir du bas) était seule 
pleine, on avait le nombre i ; si la seconde barre seule était pleine, 
on avait le nombre a ; si toutes deux étaient pleines, on avait le 
nombre 3 ; si la troisième barre seule était pleine, on avait le 
nombre 4 ; et ainsi de suite. Les diverses combinaisons de ces 
barres permettaient d'indiquer tous les nombres. La numération 
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binaire a été plus tard reprise par Leib.mz (O- Aristote et Wbigbl (*) 
inventèrent la numération quaternaire, et Simon Stevi.n en i633 (') 
imagina la numération duodécimale, préconisée aussi par Auguîste 
Comte. Quant à notre numération décimale, rlle tire ?on origine 
probablement de la conformation de la main, et sa naissance 
paraît remonter aux temps des Hindous, ayant été transmise par 
les Arabes. On attribue de même aux Hindous et à Tintenné- 
diaire des Arabes l'origine et la transmission de nos symboles 
écrits ou cliiffres (*). A vrai dire, on ignore exactement Torigine 
de notre numération et de nos chiffres. Les Grecs et les Romains 
employaient les lettres de leur alphabet convenablement disposées 
et différenciées. 

Michel Stipbl (né à Esslingen en i486, mort à léiia en 1567) passe 
pour avoir été le premier à représenter par des lettres les nombres 

(1) Lbibriz : De jprogressione dyadica (1679) ; Arithmétique cfyadique, etc. 

(2) Ebiurd Weigel (1625-1699) d'Iéna : Arithmétique tétraciique, 1687. 

(3) SiMoif Stevih, appelé aussi Sinon de Bnucss (Bruges, i:V'}8 — La Haye, iGqo) 
passa pour Tinventeur du calcul décimal, particulièrement des fractions déci- 
males ; mais lui-même reconnut qu*on les avait employées avant lui : voir son 
Arithmétique imprimée chez Plaktin en i.'iSo à Leyde (Ad. Ql'etblbt : Histoire 
des Sciences mathématiques et physiques chez les Belges, Uruxelles, iSfi^), 

(*) D'après les savants Vossius, Wbidler, Hdet, Rôtz, Moritz Cantor et autres. 
Ptthagore aurait rapporté de ses voyages en Egypte et dans l'Inde les ctiiffres en 
question. Mais, malgré Topinion très généralisée sur Torlgine hindoue de ces 
chiffres, il s'est produit de forts doutes sur ce point. On a observe d'aboixl 
que les Arabes qui nous les ont transmis avaient riiabitude d*appeler indien 
tout ce qui leur venait des Grecs ; le fait donc qu'ils aient appelé nos chiffres 
chiffres indiens ne prouve pas leur origine hindoue. D'un autre côté, les 
travaux de Pringep, Webbr, Max Mûllbr et autres ont démontré qu'il faut 
rabattre de beaucoup la prétendue ancienneté et originalité des livres indiens 
Sourya Siddhânta, des Siddhdntas anonymes* des ouvrages de Aryabhatta^ 
Brahmagupta et Baskra Aoharya. M. Am. Sedillot fait remarquer que les 
Hindous ont eu, comme les Chinois, la manie de se faire passer pour les 
peuples les plus anciens de la terre et do s'attribuer des inventions qui ne 
leur appartiennent pas. Ils se sont joués à cet effet, d'après la démonstration 
faite par les victimes mêmes, des savants Golbbrookb, Wilfort, Joreb et Legertil, 
ainsi que d'autres indianistes, car, n'ayant pas de chronologie (chose étrange 
chez un peuple qui dit avoir été si aA'ancéi,ils modifiaient aisément la date de 
certains faits. D'après M. Woepcke, les chiffres indiens auraient été transportés 
d6 Bagdad en Egypte sous deux formes différentes, dont l'une, connue sous le 
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connus ou inconnus. Toutefois on les trouve aussi dans le traité aritli- 
métique de RBriiOMOMA>i:s iniiiiiié Al fforUhmtis demo7islratus imprimé 
par Schoner en i534; mais Tusage des lettres pour exprimer les nom- 
bres, tant isolés qu'affectant le concept de quantité, fut étendu et dé- 
veloppé par Fra?îçois Vibtk sieur de la Bigotière (i54o-i6o3; dans son 
Isagoge in artem annlijticam et Ad logisticen speciosam noix 
priores. On peut donc le considérer comme ayant fondé l'algèbre 
« sur la revision des idées des anciens » (Hoefer). On a pris Tbabi- 
tude actuellement de désigner par les premières lettres minuscules 
de l'alphabet les nombres connus, pris soit isolément c'est-à-dire ea 
abstrait, soit accompagnés du concept de Yunité, c'ost-à-dire repré- 
sentant les quantités mêmes. On choisit les dernières lettres pour 
indiquer les inconnus. 



nom de chiffres Gobari^ aurait été transmise aux Intins par les néo platoniciens, 
et dft là aux Arabes d'Afrique, pour réapparaUre en Europe sous le nom de 
chiffres arabes. Quoique M. Rre.x.xard <e range îl cette opinion. M. Sedillot la trouve 
très peu vraisemblable. Il en est de raùme pour notre système de numôration 
décimale. Cfiasleb a attribué h Bokci (^7o-")Qf>) l'invention, ou du moins la con- 
naissance de notre système décimal et de nos chiffres. Quoique celte opinion 
ait été fortement combattue par Lidri, il n'en est pas moins vrai que les 
abaques et les apices de Bokck correspondent très exactement au système dé- 
cimal arabe et aux formes de nos chiffres. Si cela élait vrai, l'origine hindoue 
ou arabe de ces symboles serait fort douteuse 'car Boècb est antérieur d'un 
siècle et demi îi la venue de MAnoMET\i\ moinsque, comme l'insinue M. J. Mahib, 
BoKCE n'ait été initié par ses voyages en Orient à l'arithmétique des Hindous. 
L'origine du séro a été particulièrement difficile à trouver. C'est une opinion 
parlaî^ée par des écrivains de grande autorité, qu'il a été apporté au com- 
mencement du xmo siècle par Fidowacci. Mais il figure dans les ouvrages 
de MoHAMBD-BBs-Mausi surnommé rALKUÀmsMi ('(j')) ainsi que dans le Traité 
d'Arithmétique de XnEy !>.u\ (lorp-uG;). Les Grecs employaient déjà la 
lettre o omicron qui ressemble, on ne peut plus, au zéro. Bof:cE et GEaDBOi 
(940) laissaient vide la place où nous mettons actuellement le zc'ro. Chasles 
le fait apparaître peu après I^ukce sous le nom de sîjws, c'est-à-dire l)eau- 
coup avant l'arrivro des Arabes. A. de IIimbolot, après avoir constaté la co- 
existence de plusieurs systèmes de représentations analogues, ainsi que de 
ridée de la valeur absolue et relative des chiffres et de la numération chez 
presque tons les peuples anciens, S(Mnble donner la vraie solution eu deman- 
dant si « le sentiment de besoins analogues n'aurait pas pu faire naîti'e 
séparément les mêmes combinaisons d'idres choz des peuples de race diff<'^ 
rente j». Quoi qu'il en soit, il est bon d'observer, pour terminer, que la diffu- 
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Nous pouvons maintenant traiter les opérations (*) que Ton peut 
effectuer sur les quantités mathématiques. 

Nous avons vu que, une fois Tunité établie, soit arbitrairement dans 
les quantités continues, soit par leur nature même dans les discon- 
tinues, l'appréciation de ces quantités ne dépend que du concept de 
nombre d'objets. Le nombre qui indique combien d'unités il existe 
dans la quantité donnée se nomme la mesure de cette quantité pouî 
Funité établie. On comprend aisément que, si Ton reconnaît des pro- 
priétés combinatoires entre les éléments des quantités données, soit 
entre eux, soit avec ceux d'autres ensembles ou quantités de même 
individu-unité, ces combinaisons pourront se faire directement sur 
les nombres qui les déterminent, quitte à retourner quand on voudra 
aux quantités mêmes, en ajoutant aux symboles ou nombres obtenus 
l'idée de l'unité préalablement définie, sans jamais cependant perdre 



sion des caractères originaires de nos chiffres a été spécialement faite par 
LéoKARD DK PisB dit FiBoitAGci daus son Liber Abaoi (i3oa) où il les attribue 
aux Hindous. Voir Worpgki : L'introduction de V Arithmétique indienne 
en Occident, Rome, 1869 ; W. Brekhard : Hindu Astronomy, London, 1S96 ; 
Max Mollbr : Uistory of ancient sanskrit littérature^ etc. London, 1860 ; 
L. Wbber : Le Calendrier des Véias. Berlin. 1862; Alex, de Humboldt : Jour- 
nal de Crelie, t. IV (1829) : Cosmos, t. Il; L.-âm. Sédillot : Lettre ati prince 
Balthazar Bo.««cO]ipagn-i sur Vorigine de nos chiffres (Atti delV Accademia Pon- 
tificia dei yuovi Lincei, i865) ; et Connaissances scientifiques des Orien- 
taux. 

(1) Une opération est en général un acte qui consiste h, combiner de certaine 
manière des données et îi obtenir par ce fait un nouveau résultat. GRASsMAifR em- 
ploie le symbole ^ pour lier les données et exprimer le résultat de cette opé- 
ration. Ainsi, si nous désignons par cr et 6 les données, la combinaison et son 
résultat s'indiqueront par a^b (on lira : a combiné avec b). Voir J. IIovel : 
Considérations élémentaires sur la généralisation successive de Vidée de 
quantité dans Vanaîyse mathématique. Paris, i883 ; Calcul infinitésimal 
(1878) ; MoRiTz Cantor : Mathematische Beitrage, Halle, i863 ; Bulletin 
de bibliographie et d'histoire des sciences mathématiques de B. Bcohgom- 
PAGRi ; Michel Cdaslbs : Comptes-rendus de V Académie des sciences (iS^i) ; 
Guillaume Libri : Histoire des mathématiques en Italie, Paris, i838; Ciiasles : 
Aperçu historique sur Vorigine et le développement des m,éthodes en géo- 
métrie. Paris, 1889, ^'ote XII ; Ferdirard Hobfbr : Histoire des Sciences 
Mathématiques. Paris, 1878 ; Maximiuer Marie : Histoire des Sciences Ma- 
thématiques et Physiques. Paris, i883, etc. 
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de vue les effets que Topération effectuée peut produire séparé- 
ment sur le concept de Tunité et sur celui du nombre. 

Si Ton donne deux ensembles de même unité, Ton conçoit facile- 
ment que l'on puisse les réunir en un seul ; cette opération nommée 
addition n'affecte que la notion du nombre, car l'unité ne subit par 
là aucune altération ; elle s'indique par le symbole -i-, employé pour 
la première fois par Jean Widman d'Eger dans son Ariihmé tique 
marchande imprimée à Leipzig en 1489 (non pas, il est vrai, pour 
indiquer l'opération môme, mais l'excès). Ainsi (*) si a et 6 repré- 
sentent les nombres d'unités de chacun des ensembles, le nombre 
total de ces unités ou somme, comme on l'appelle, une fois l'addition 
effectuée, s'indiquera par a 4- ft, de manière que si ce nombre est c. 
Ton dira que a -^h égale c. Pour indiquer une égalité, on emploie le 
symbole =, introduit en 155; par le mathématicien anglais Robert 
Recordb (*). On a donc a '\-h = c. Les symboles > (plus grand 
que), < (plus petit que) qui servent à exprimer l'inégalité dans un 
ou lautrc sens, ont été imaginés par l'Anglais Thomas Harriot, qui 
s'en sert dans son Artts anahjtxcge praxis (i63i) ('), 

De la définition de l'addition, il suit qu'on ne peut obtenir deux 
résultats différents en sommant les mêmes ensembles ; on indique 
cette propriété en disant que Taddilion est une opération uni- 
forme (♦). On voit de même que l'ordre que Ton suit pour produire 
le total n'a aucune influence sur celui-ci ; c'est ce qui fait dire aussi 
que l'addition est une opération commutative. Si l'on somme plus 



(») Charles Hbart, dans son ouvrage Sur Vorigine de quelques notations 
mathématiques^ publié à Paris en 1879 dans la Revue archéologique^ fait 
observer que l'usage de ces notations doit plutôt être attribué à rexp<Tience 
de nombreuses générations qu'à une invention personnelle. 

(2) Recobdb. né à Temby (Perabrokshire) vers i5oo, et mort en i558 à 
Londres, fut médecin d'Edouard VI ot de Marie Tudor. 

(3) Harbiot est né à Oxford en i56o et mort à Londres en 1 6a i ; il perfec- 
tionna l'œuvre de Viètb. 

(*) On dit, en général, qu'une opération -— est uniforme^ si pour a = a\b=.b\ 
on a: a'^b = a'^'^b'. On la dit comtnutative, si a^b = b'^a. Enfin elle est 
dite associative^ si (a^ô)^c = a^ib'^c). L'emploi des parenthèses ( ) et des 
crochets [ ] est dû (1629) à Albert Girard (i 590-1 634). 
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(le deux ensembles, on comprend immédiatement que les différentes 
manières de les combiner pour former le total n'altèrent pas non plus 
celui-ci. On dit pourcela queTaddition est uvLQoj^évaiioii associative. 
Il pourrait' se faire que l'on eût à sommer un certain nombre b 
d'ensembles qui tous auraient un même nombre a d'unités. Cette 
somme spéciale sera par conséquent déterminée si Ton donne les 
deux nombres a et ô ; elle se nomme alors ^yroduit de a et de 6 ; 
Tensemble des a unités est nommé multiplicande, le nombre h ^nul- 
tiplicateur ; et la combinaison des nombres a et 6 se nomme fnulti- 
plicatioji ; le multiplicande et le multiplicateur se nomment aussi les 
facteurs du produit. Pour indiquer la multiplication on emploie, 
soit le symbole x introduit par l'anglais William Olgutred (^) en 
i63i dans un ouvrage intitulé : Ariihmeticœ in numeris et spe- 
ciebus institution quœ tiim logisticx, tum analyticoBy otque totius 
mat/iematicx, clavis est, soit le symbole «.» employé par Leibniz. 
Quand on emploie des lettres, ce qui permet d'éviter la valeur rela- 
tive des chiffres due à la numération, on supprime tout signe, comme 
l'a fait pour la première fois en i55.î Michel Stifbl (^) dont nous 
avons parlé plus haut. On place toujours le multiplicande à gauche 
du multiplicateur, et le symbole, si on l'emploie, au milieu. Ainsi 
Ton écrira : 

a X b, a. b ou ab. 

On voit aisément que la multiplication est une opération uniforme. 

11 est également facile de se convaincre qu'elle est commutative, c'est- 
à-dire que a X b = b X a; mais, comme les deux facteurs de la mul- 
tiplication se rapportent, l'un à un ensemble, l'autre à un nombre 



(') >'é à Eton (Comté de Ruckingham) en 1574, mort en 16G0. Voir Opuscula 
mathemalica havlenus inalita. Oxford, 1TI76. 

(-) SriFEL, plus connu sous le nom latinisé de Stifeuop, passe aussi pour (>tre 
un des premiers qui se servirent des symboles -f et — pour indiquer les opéra- 
tions d'addition et de soustraction, ainsi que pour être l'inventeur des loga- 
rithmes. — Voir ^on Avithmetica intégra ^Nuremberg, ifi'^^, in- 4°, avec une 
préface de Mel\kciitho.V;, 
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qui indique combien de ces ensembles il faut prendre, il faut énoncer 
la commutativité de la multiplication en disant : Le nombre total 
d'unités obtenu en prenant h ensembles composés chacun de a uni lés, 
est le môme qu'on obtiendrait en prenant a ensembles composés de b 
unités chacun. Les deux concepts (Vunité et de no7nhre scmt ici sépa- 
rément affectés, ce qui n'avait pas lieu dans l'addition; il faut donc 
en tenir compte si l'on change Tordre des éléments (*). Si nous 
avons a X b =1 TUy on peut traiter l'ensemble de m unités comme 
s'il était un multiplicande, et le répéter c fois, c'est-à-dire le multi- 
plier par c. Le résultat sera : [a x b) x Cy et si nous désignons 
par d le nombre d'unités qu'il contient, on vérifierait sans difficulté 
que, si Ton prenait un ensemble de a unités et qu'on le répétât au- 
tant de fois qu'il y a d'unités dans le produit b x c,le nombre total 
d'unités ainsi obtenu serait aussi d ; donc 

(a X b) X c = a X [b X c), 

c'est-à-dire que la multiplication est une opération associative. 

Si la somme de plusieurs ensembles : a -h 6 -+- c -h ...) doit rtre 
prise d fois, c'est-à-dire multipliée par d, il est aisé de vérifier ([ue 
Ton aura 

(a -+- 6 -+- c -H ...) X d = ad -h bd -h cd -^ ... 

C'est ce qui fait dire que la multiplication est une opération dislri- 
butive par rapport à l'addition, et même complètement distributirej 
à cause de sa commutativité (^). 

O) Les symboles oxa = axoetoXo indiquent évidemment l'absence 
de quantité. ** 

(-; Oa dit que l'opération indiqu<'e par la notation '"^ de Grassmakn est 
disty^ibutive par rapport à une autre indiquée par A si l'on a : (aJi,b)'^c — 
(a^c) A (ô^c), ou si a'^ibAc) = (a" b) A {a^C). Si ces deux égalités se véri- 
fient à la fois — ce qui a lieu quand l'opération ^ est commutalive, car aUns 
(aAà)^c — {a'^c) A.ib'^c) = {c'^a) A o^b) = c^{aAb} — on dit que l'opé- 
ration ^^ est cotnpîètement distributive par rapport à l'opération A. Chan- 
geant A en -{- et '^ en X, comme la multiplication est commuta live, on a : 

(a 4- ô) X c = c X {a + b) = c X a -r c X b = a :< c -}- b A c. 
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Il résulte en général de tout ce qui vient d'être dit que 

(«1 -f- «a -i- flg -h...-H a, -4-... + a„)X (^4- «>j-i-68-h...-i-6,-+-... + ftm) 
= a^bi -H a^b^ -+- ... -h a^ba -+■ ... -f- afin -i- aj?i 

-+- «An H- ... -f- ûf„6j -h fl„6, -h ... -+- «A -^ ... H- flTn^m. 

Ce résultat s'indique d'une manière simplifiée en employant le 
symbole moderne ^, extension de -h. L'on aura alors : 

^ar xy^bs = ^ ^aA, 
r=i s = i r=i s=zi 

expression symbolique qui, comparée avec la précédente, explique 
suffisamment bien le sens qu'il faut donner à ces parties consti- 
tuantes. 

Si l'on réunit un nombre a d*ensembles composés cbacun d'un 
même nombre a d'unités, puis que l'on joigne également a des en- 
sembles nouveaux obtenus de cette manière, et ainsi de suite, Ton 
effectue des multiplications successives qui produiront un ensemble 
final composé d'un nombre c d'unités représenté par a X axax aX... 
Une multiplication particulière de cette espèce sera évidemment déter- 
minée, si l'on donne le nombre a d'unités de l'ensemble primitif et 
celui b des facteurs. L'ensemble final composé de c unités se nomme 
la puissance b"" du nombre a appelé alors base. Le nombre b s'appelle 
Vexposant. Cette opération s'indique symboliquement par a^ = c, 
notation qui se trouve dans rou\Tage de Nicolas Chuqubt (*) intitulé : 
Le Triparti/ de Nicolas en la science des nombres (i484). Une opé- 
ration de cette espèce se nomme élévation aicx puissances. Elle est 
uniforme, mais non commutative ni associative, car on vérifie aisé- 

(I) Né à Paris vers 1.^4^* Simoh Steviiv a employé aussi la notation des puis- 
sances à Taide des exposants numériques, et il les a généralisés comme nous 
verrons bientôt ; c'est pour cela que Qubtelbt dit : « Simok Stevir, |i la rigueur, 
pourrait être considéré comme l'inventeur des exposants. » {Histoire des 
Sciences physiques et mathématiques chez les Belges). 
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ment que a* ^ ô« et que (a*^ ^ a(**^). Elle est distributive par 
rapport à la multiplication, car Ton a (a x hy = a*" x 5% mais pas 
complètement distributive, car on n'a pas a(*xO = a* x a'^; du 
moment que a^+'' indique que Tensemble a est pris d*abord b fois et 
ensuite cfois comme facteur, soit au total b -^ c fois, on doit avoir 
a* + <- == a* X a\ 

Les exposants, ainsi que les multiplicateurs, se rapportent exclusif 
vement au concept de nombre d'objets, tandis que les multiplicandes 
et les bases dépendent 8x>écialemcnt du concept d'unité ; il ne faut pas 
l'oublier. 

On nomme module d'une opération a^b effectuée sur deux 
nombres donnés a et b, le nombre m tel que Ton ait a^m = a. 
D'après cela, on voit que le module de raddition est zéro; celui de 
la multiplication et de l'élévation aux puissances est le nombre 
un 0). 

On pourrait encore continuer la généralisation des opérations, en 
considérant des expressions de la forme a^****, et en leur créant des 
symboles spéciaux, mais on n'y trouverait aucune utilité pratique. 
On doit donc s'arrêter. Une fois les opérations précédentes établies, 
il est tout naturel de traiter les opérations inverses (*). 

(0 II ne faut pas confondre Y unité qui eft une quantité, avec Vun qui est 
un nombre. Paul on Dois-Ratmohd, dans son Allg&meine Funotionentheorie^ le 
fait bien observer. U dit : « Pour comparer entre elles plus de deux quantités 
« mathématiques, et aussi pour savoir s*ezprimer avec une parfaite précision 
« sur la variation des quantités» il faut fixer Yunité de grandeur ou simplement 
« runité, c^est-à-dire une quantité déterminée parmi celles d*une certaine 
« espèce, à lacxuelle on compare les autres et qui sert h les mesurer.... Ce qui 
« sert de base au concept de nombre entier, c'est Vun, qui est profondément 
« distinct de l'unité. Comme Vun est le point de départ des nombres entiers, 
« Vunité est celui des nombres fractionnaires. Toute unité est^un, mais tout un 
« n'est pas une unité. Et il est heureux que, pour ces deux concepts absolu- 
« ment distincts, nous ayons en même temps deux mots à notre disposition. » 
Voir traduction par G. Milhacd et Â. Girot. Pari?, Hermann, 1887. 

(*) Etant donnée une opération a^b = o, on nomme opération inverse, celle 
rxui sert h trouver un élément inconnu de la première, étant donné le résultat 
et rclément connu. On emploie le symbole ^ pour l'indiquer; ainsi l'on pose : 
b = c^a, a = c^b (le signe — se lit : ocnnbiné inversement avec). 
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Comme l'addition et la multiplication sont commutativcs, elles 
ne donnent naissance chacune qu'à une seule opération inverse. 

L'opération inverse de l'addition se nomme so%LsLraction ; elle con- 
siste à déterminer un élément d'une somme, connaissant celle-ci et 
l'autre élément ; l'élément cherché se nomme reste. On emploie le 
signe — introduit, comme le signe -+-, par Widman (*). On met à 
gauche de ce symbole la somme donnée, à droite l'élément connu. 

11 est aisé de voir que cette opération est uniforme, non commu- 
talive ni associative. Son module est zéro. 

En général, il est évident que, étant donné un ensemble de a 
unités, on peut lui ôter, soit d'un coup, soit en plusieurs fois, un 
certain nombre d'unités ; l'opération sera possible et donnera un 
résultat, si le nombre des unités ôtées est en définitive inférieur au 
nombre a qui existait primitivement dans l'ensemble. Mais si le con- 
traire avait lieu, l'ensemble de symboles qui traduirait l'opération 
serait dépourvu de sens. 

D'une manière plus générale encore, étant donné un ensemble de a 
unités, on peut lui en ajouter d'autres, ainsi que lui en ôter ; les phases 
successives de ces opérations seront indiquées par les symboles 
a±h±c±d .., L'ensemble résultant, ainsi exprimé, se nomme 
un polynôme ; les ensembles partiels a, 6, c, c? ..., ajoutés ou ôtés, 
sont les monômes composants. Il est bien évident que, en résumé, si 
le nombre des unités ajoutées, plus celui de celles qui étaient déjà 
existantes, est moindre que celui des ôtées, rojjération aura un sens; 
elle n'en aura pas dans le cas contraire. L'ordre selon lequel se font 
les additions et les soustractions de ces ensembles partiels ou mo- 
nômes est arbitraire, et Ton peut, en conséquence, faire toutes les 
additions d'abord, puis toutes les soustractions ; c'est-à-dire, par 

(') De même que le signe 4-, Widma» employait le signe — » non pour indi- 
quer Topéralion mémo, mais pour indiquer le reste de celle-ci. Diopdaste 
(3G5 av. J.-C.) est le premier qui ait employé un symbole pour indiquer les 
opérations, et il le faisait uniquement pour la soustraction, qu'il indiquait par 
un Cf i*enYersé ; car, pour exprimer la multiplication, l'addition et la division, 
il employait des périphrases. ^'IcoLA8 Chcqckt employait les lettres p et m 
pour indiquer l'addition et la soustraction. >ous avons vu que Stifbl a été un 
des premiers à faire véritablement usage des symboles -j- et — -. 



f 
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exemple, que a — b -h c — d =: a -^ c — b — d. Cette propriété 
est une conséquence de la définition de l'addition et de la soustrac- 
tion ; seulement, il pourrait arriver, comme par exemple dans 
3 — 5 -H 10 — a, que si l'on suivait Tordre indiqué on tomberait 
sur un non-sens, car on ne peut pas tirer 5 unités d'un ensemble 
de 3, tandis que si on le change en (3 -^- lo — 5 — 2)ropcration est 
possible. C'est la seule exception à faire, mais, en général, la nature de' 
la question qui donne naissance à un polynôme n'impose pas Tordre 
à suivre, et on peut le choisir de manière à éviter ces non-sens, on 
obtient alors un résultat convenable et unique, à moins qu'il ne 
s'agisse d'un cas d'impossibilité absolue (par exemple sia-^ c<Cb-\-d 
dans a — A h- c — d). 

S'il fallait ôter un polynôme d'un autre, il suffirait de placer le 
premier à la suite du second, en changeant les signes d'addition et 
de soustraction : par exemple 

(a±:b±c± ...) — {m±in±p ...) = azhb ± czt ,,. 
— mqznzfz p .,. 

car, si Ton ajoute ce résultat au polynôme m± n ±p ,.,, on ob- 
tiendra nécessairement a± b dzc dz ... On déduit de cela qu'on 
peut changer les signes d'addition en signes de soustraction dans un 
nombre quelconque de monômes, pourvu qu'on fasse figurer Ten- 
semble ainsi obtenu comme un polynôme à ôter ; par exemple : 

adzb±c±dzh..» = a — (=p b qp czp d) ± .,, 

Néanmoins, le premier monôme qui se trouve entre parenthèses doit 
se présenter avec le signe H-, sans quoi il n'aurait pas de sens. 

La mulLipliealion est une opération distributive par rapport à la 
soustraction^ car 

(a — 6)»i = a — b -h a — b -^ a — è-h... = a-f-aH-a-i-... 
— b — b — b ... = am — bm. 

Si 1 Oi avait m — p dz (/, on déduirait 

(a — b) 'p ± q) =^ ap ± aq -— bp zç. bq. 



1 



10 ÉTUDE Srn LES QUANTITÉS MATHÉMATIQUES 

On voit qu'on pourrait obtenir immédiatement le produit en mul- 
tipliant comme s'il n'y avait aucune soustraction, à la condition 
d'affecter les monômes ainsi obtenus du signe d'addition ou de 
soustraction, selon qu'ils proviennent du produit de deux monômes 
affectés de signes de même espèce (-t- 4-) ( ) ou d'espèce diffé- 
rente (h ) ( hj. Cette règle peut s'étendre au produit de deux 

polynômes quelconques 

(a±b±:c±d±: ...) (7n±n±pdi ...), 
car nous savons que ce produit est égal à 

m[a±b±c±d...)±n(a±b±€±...)±:p(a±b±:.,.)±... 

On voit que le produit partiel monôme ne figurera dans le produit 
total avec le signe d'addition, si n et c figurent avec ce signe dans les 
facteurs ou s'ils figurent avec le signe de soustraction, car, dans ce 
dernier cas, on aurait à soustraire un polynôme (7ia dznb — ne...)» 
cbose qui se ferait en changeant le signe de soustraction en celui 
d'addition ; ne figurerait donc avec le signe h-. On verrait de môme 
que, si n et c figuraient dans les facteurs du produit, l'un comme à 
additionner, l'autre à soustraire, ou viee versa, le monôme 7ic figu- 
rerait dans le produit comme quantité à soustraire. 

De là une règle mnémotechnique pour effectuer ces multiplications 
de polynômes, règle qui s'écrit symboliquement (=b) x (=t) == (-+-), 
(=h) X (=f) = ( — ) et qu'on nomme vulgairement règle des signes. 
Malheureusement on la déduit presque toujours en introduisant la 
notion de direction en deux sens, concept complètement étranger à 
ceux à! unité et de nombre^ les seuls qu'il soit permis d'employer ici. 
La cause de cette grossière erreur sera étudiée au chapitre suivant (*). 

(1) Oa a prétendu démontrer aussi cette règle de la manière suivante : on a 
(a — b) yc — d) = ac — bc — orf + W. Si a > 6, c < d, le produit, qui peut 
aussi s'écrii'e (a — b) c — (o — b) d, doit avoir le signe négatif, car 
(a — fc) d > (a — *) c. Si a < ft, o > d, de fa — 6; (0 — d) = a {c — d) — b 
{c — d} on déduit de même que le produit est négatif, car a(c— d) <^b{o ^ d;. 
Si a < ô, c < d, on aurait : (a — b) {c — d) = ac — bc — ad + 6d = 
db — cb — da + ca = {d — c) b — (d — c) a ; ce résultat est positif, car 
(d — C) b y (d — c) a. Mais qu'est-ce qu'une quantité négative, c'est- à dire 
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(i) [c:a = b 
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(2) (c:b=a 
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On a aussi évidemment 






a_±b±c_±.^ ___ 
7n 
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ce qui fait voir que la division est une opération uniforme ('), non 
commutative ni associative, dlstributive par rapport à l'addition et à 
la soustraction, mais pas complètement distributive. Son module est 
V unité (cas 2) ou Vun (cas i). 

moindre que zéro ? un non-sens, évidemment. Laplace commettait la môme 
erreur en considérant des quantités isolées affectées du signe de la soustraction. 
C'est ce que lait observer Duhamel {Des méthodes dans les Sciences de liaison 
nement, 2° Partie). Ces démonstrations supposent des quantités dirigées et 
impliquent une nouvelle signification des symboles + et — , comme nous le 
verrons dans le chapitre suivant. On no saurait donc les accepter tcllos 
qu'elles ont été formulées, car elles reposent sur des non-sens. 

(!) Cependant, si l'on avait °, ce symbole pris dans le sens [i] indique la 
recherche du nombre d'unités que doit avoir un ensemble pour que, n'étant 
pris aucune fois, il donne l'absence de quantité, c'est une demande presque 
déponrvue de sens ; en tout cas, un nombre quelconque la satisfait. Pris dans 
l'acception [2], il équivaut à demander combien de fois il faut prendre rien 
pour obtenir rien : il est évident aussi qu'un nombre quelconque le satisfait ; 
l'opération n'est plus alors uniforme, elle est iufinitiforme. 

Djisse5 — t)tade «ur lei qaunliléii mathémaliqacs 2 



L'opération inverse de la multiplication est nommée division^ elle ^ 

consiste donc à chercher un facteur (nommé quotient) d'un produit ^ 

(nommé dividende), étant donné l'autre facteur (nommé diviseur). ? J| 

Elle s'indique par le symbole « : » dû à Lbibmz ; on met à gauche le di- *^ 

vidende, à droite le diviseur ; on emploie aussi une barre horizon- .'' 

taie au-dessus de laquelle on place le dividende, et au-dessous •: 

le diviseur. L'emploi de cette barre se trouve dans l'ouvrage Liber 
Abaci (1202) de Fibowacci, lequel l'attribue aux Hindous, de môme 
que les chiffres. 

Donc, si a X ô = c, on a : 
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Si Ton avait à effectuer la division de deux polynômes, on trou- 
verait que la même règle mnémotechnique des signes est encore 
celle qui convient dans ce cas ; tout cela est une conséquence de 
ce qui a été dit sur la multiplication. 

Il est évident que la division n'aura pas de sens, si le dividende 
n'est pas le produit du diviseur par un nombre (cas i), ou s'il n'y a 
aucun ensemble qui, répété autant de fois qu'indique le diviseur, pris 
pour un nombre (cas 2), produise le dividende. 

Par exemple, si l'on a un ensemble de 22 bonunes à distribuer en 
groupes de 3, l'opération sersfit matériellement impossible, car il en 
faudrait poun cela deux de plus ou un de moins. Cependant, quand 
on a affaire à des ensembles continus, c'est-à-dire à des quantités 
concrètes, on peut arriver à donner un sens à l'opération, pourvu 
que l'on prenne la division dans le sens fa], c'est-à-dire comme impli- 
quant la recherche du nombre d'unités que doit avoir un ensemble 
pour que, répété autant de fois qu'indique le diviseur, on obtienne le 
dividende. Supposons par exemple qu'il s'agisse, non plus d'un en- 
semble de 22 hommes, mais d'une longueur de 22 kilomètres, et 
qu'on demande de partager cette longueur en 7 parties égales ; il 
suffit de prendre pour unité (^) la septième partie du kilomètre, car 

(0 Nous continuons à citer îes judicieuses réflexions de Du Bois Raymord sut 
la différence entre Vuniié et Yun : « Un certain degré de développement de 
« la science de la ijiesure exigea un jour la division indéfinie de Tunité pour 
« qu'on pût comparer entre elles d'une façon rigoureuse, à Taide de l'unité, des 
« quantités différentes. C'est là évidemment Torigine des nombres fractionnaires 
« qui, dans la représentation, impliquent toujours un certain partage... Du 
« reste ces deux sortes de nombres, entiers et fractionnaires, finissent par ne 
« former qu'une seule et même suite par Fintermédiaire du concept de mesure. 
« Car, bien que l'idée du nombre entier naisse indépendamment du concept de 
« quantité et n'ait directement rien de commun avec lui, le concept de quantité 
« tel que nous l'avons décrit suppose dijèi le concept de nombre d*obiets et 
« complète ce concept de nombre ù Taide des nombres fractionnaires... Gomme 
« les nombres fractionnaires ont dû naître du partage de l'unité qu'a exigé la 
« mesure, on voit aussi, dès qu'on veut y attacher un sens, qu'ils sont insé- 
« parables de la représentation d'objets partagés. D'après cela il doit paraître 
« contre nature de vouloir construire l'analyse au moyen de nombres purs, 
« sans tenir compte de leur source : les concepts de quantité d'objets et de 
« grandeur... » {Théorie générale des fonctions). 



r 
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il y aura alors, dans Tensemble des 22 kilomètres, 7 X aa nouvelles 
unités, et par conséquent on pourra maintenant diviser cette lon- 
gueur en sept parties égales, comme il a été demandé ; chacune de 
ces parties contiendra 2 a unités nouvelles. 

En général, si Ton a , (sens [2]), et que Ton prenne pour unité, nom 
plus la primitive, mais une nouvelle obtenue en partageant la pre- 
mière en b parties égales (opération toujours possible dans les en- 
sembles continus), le dividende contiendra a X ^ de ces nouvelles 
unités, alors l'expression r rapportée à ces nouvelles unités se trans- 
formera en — r — dont le quotient sera a nouvelles unités. 

Ainsi Texpression r aura dans ce cas toujours un sens, car, 8*il 
était impossible d'effectuer la division avec Funité établie et selon 
laquelle est exprimé le dividende, il faudra Tinterpréter comme indi- 
quant que cette unité établie a été partagée en b parties égales^ et que 
Ton a pris a de ces parties. L'expression g prend dans ce dernier cas 
le nom de nombre fractionnaire, pour le distinguer de l'autre cas 
où il exprime un nombre entier, et la quantité correspondante se 
nomme quantité fractionnaire ; nous disons la quantité correspon- 
dante, parce que, il ne faut pas l'oublier, la division est prise dans le 
cas [a], c'est-à-dire impliquant la recherche d'un ensemble et non 
d'un nombre [cas 1], car si dans l'exemple précédent on demandait, 
non de diviser la longueur de aa kilomètres en sept parties, mais 
combien de longueurs de 7 kilomètres on doit prendre pour obtenir 
32 kilomètres, il faudrait reconnaître Timpossibilité de satisfaire à 
la demande. 

En résumé, l'interprétation de la division | est toujours possible, si 

le partage de l'unité l'est aussi, et si le diviseur relève du concept de 
nombre d'objets et non du concept d'unité. 

Les symboles particuliers - » - > prîs dans l'acception [1], impliquent 

respectivement la recherche du nombre d'unités que doit avoir un 
ensemble, pour que pris a fois il donne l'absence de quantité, ou que, 
pris aucune fois, il donne un ensemble de a unités. La première de- 
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mande est satisfaite par Tabsence de quantité ou zéro, la seconde 
implique une impossibilité. Pris dans le sens [2], ces symboles indi- 
quent respectivement aucune fois et un nombre impossible de fois. 
Dans le cas d'une quantité fractionnaire, le dividende prend le nom 
de numérateur, et le diviseur celui de dénominateur. 

On démontre facilement que le quotient d'une division ne change 
pas si l'on multiplie et partant si on divise son dividende et son divi- 
seur pai un même nombre, car de a X ^ = c on déduit \ axbxni 

= c X m, donc Q) : 

c , C7n 

a am' 

Il en est de même pour les nombres fractionnaires, car la multiplica- 
tion du dénominateur par un nombre m implique qu*il faut diviser 
Tunité en m fois plus de parties qu'auparavant, mais comme la mul- 
tiplication simultanée du numérateur par le même nombre 7n indique 
qu'il faut prendre m fois plus de ces nouvelles unités rendues m fois 
plus petites par la première opération, l'ensemble même qui constitue 
le quotient résulte sans altération. C'est une propriété fondamentale 
pour le calcul de ces quantités. 
Nous avons vu plus haut que a^ a'' = a^ + ^] donc on a : 

a"* 

— = a'"""": 
a» 

ce quotient n'aura pas de sens quand m = n ou m < n ; mais 
alors on aura, en vertu de la propriété récemment démontrée : 

a^ a» 1 

Donc, pour cotiserver les règles du calcul relatif h la division des 
puissances de môme base, on doit considérer les expressions a^{-) et 
a~",qui n'ont pas de sens par elles-mêmes d'après la définition donnée 
pour les exposants, comme indiquant respectivement 1 et -„. Par 
conséquent, c'est une erreur de dire que Von démontre cette corres- 

f«) A cause de la propriété associative de la multiplication. 

,*) L'eicpression 0- ainsi que o^ indiquent évidemment l'absence de quantité. 



[• 
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pondance, comme on le fait souvent. Il s'agit d'une définition à jus- 
tifier, et non d'une démonstration à donner (^). On verra plus bas 
ravantage que ces notations peuvent rapporter. 

Puisque nous avons introduit les concepts de nombre et de quantité 
fractionnaires, voyons comment ces dernières se comportent dans les 
opérations compatibles avec leur nature. 

Généralement, elles indiquent des ensembles exprimés par des 
unités différentes, de sorte que leur somme ou différence ne peut 
être réalisée qu autant qu'on égalise leurs unités. On voit que, si on 
égalisait leur dénominateur en appliquant la propriété fondamentale 
citée plus haut, l'uniformité de l'unité serait obtenue, et il n*y aurait 
plus qu'à additionner les numérateurs étalonner une nouvelle quan- 
tité fractionnaire ayant cette somme pour numérateur et le dénomi- 
nateur commun comme dénominateur. 

D'après cela, on aurait 

a am 

mais alors, si Ton veut conserver la commutativité de la multiplica- 
tion, il faut convenir que l'expression m x t, qui est un non-sens — 
du moment que le multiplicateur doit toujours, d'après sa définition, 
désigner le nombre de fois que l'on doit prendre le multiplicande, ce 
qui n*est pas compatible avec le concept d'unité impliqué dans celui 
de quantité et de nombre fractionnaires — il faut convenir, disons-nous 

que le symbole dépourvu de sens m x f indique le produit m x a, 

divisé par h, c'est-à-dire : -r-, expression qui a maintenant son inter- 
prétation. 

(i) JsAif-RoBiRT Aroahd so rendait parfaitement compte de cette erreur, il dit : 
€ Le premier analyste qui a dit que a-" = ~ a dû donner cette équation. 
« non comme un théorème h démontrer, mais comme une définition des puis- 
« sauces à exposants négatifs ; la seule chose qu'il eût à faire voir était que, 
« en adoptant cette définition, on ne faisait que généraliser la définition des 
« puissances & exposants positifs, les seules connues jusque-là. » R. AiiaAnD, 
Annales de Gérgonne, t. V, p. 197-209. 
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De môme, l'expression dépourvue de sens r X ^ sera interprétée 

cic 
par convenlio7i (*) comme indiquant r-y, afin de maintenir par cette 

eonvQntion les propriétés commutative, associative et distributive de 
la multiplication. 

On voit d'après cela que -;;i X — devra être considéré comme in- 
diquant -ûT^, et par conséquent, si l'on écrit ces expressions sous 

la forme employée plus haut : a"""*, a—", a""*—", on aura par défi- 
nition : a—'" X a""" = a -"*-", ce qui démontre que, au point de vue 
du mécanisme du calcul, on peut conserver les règles établies pour 
les produits des puissances de même base, dans le cas où Ton emploie 
les symboles à exposants négatifs. Comme il est plus commode d'é- 
crire sous la forme a—" que sous la forme ~, l'avantage de l'emploi 
de ces exposants négatifs ainsi interprétés reste donc bien établi. 
Une fois cela compris, il n'y a aucune difficulté pour interpréter 

lies symboles a : - ou ^ : . 

Passons maintenant à l'opération inverse de l'élévation aux puis- 
sances 0^ = 0; comme cette dernière opération n'est pas commuta- 
^ tive, elle donne naissance à deux sortes d'opérations inverses : l'une, 
nommée eœtraciion des ractnesy consiste à chercher la base de la 
puissance, étant donnée cette dernière et l'exposant ; elle s'indique 
sous la forme J/c (quand 6 = 2, on le supprime), employée pour la 
première fois par Sghbubel né vers 1480 (2), dans son Algehras 
eompendiosa descripiio cum Euclidls VI libris prioribus imprimé 
u Paris en i552; le nombre b se nomme indice de la racine, et la 
quantité c sous-radicale. 

L'autre opération inverse, appelée calcul des logarithmes, consiste 



(i) Voir P. Du Bois IlAmoRD relallvemeiit h rinsuCfisance du formalisme pour 
«oncevoir Torigiae primLLlve de la règle de la multiplicalion des quantités 
fractionnaires et son explicalion possible par l'introduction du concept d'a/re. 
'.Ouvrage cité). 

(2) Avant lui (et même longtemps après lui) on employait le signe 1^. 
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à déterminer l'exposant 6, étant donnée la puissance c ella base a; 

."riLiée S'Obtiendra en prenant ^ ^-ti. ^^^^^^^^^^^ 

dWi.ant son exposant par l'indice de la ^f^/^^^J^^^rvient 
arriverquecettedivisionresteindiquée.etalor..daprèsceq ^ ^ 

d'être dit, U faudra interpréter une eup««àon^de latome «M^ 

comme symbolisant V^- Ojjf^oit aussi que v'a'» = ^«'"' = ^ « " 
(^ et ^ sont supposés iijifcquer des divisions exactes). 

' ^ V „ ^ /«\" a'anrès l'interprétation donnée au 
Quant à l'expMjgRon (^5] . d après iim*- f 

produit? X^Ue doit être prise comme Indiquant |^. De même 
(rf Xera^i. ^^is « «V^ maintenant d'interpréter le 
«y«»4e //P ; du moment qu'il a été convenu que 

sulle que 
(.l^ilne des lo«aHtn.e. P-^jt^^trar^SeireT^^Û^ 

z kpr u...n. ...^... -. ^ _,^^ .. ,,.. ... 

,, sa^^^„,,_,er.saU.a. = A " "' 1„ , ,^ ,...,.e avec 



„. a voit encore que ..»-- _^^ ^^^^ 

« rLaue...oIe«^aui -înrrrierr-t^J^»»^-^-""^^!: 






r. HTenUord.. ..tes. c'est-Vdi. . .vite-;.^ -— ,, ,,^« ..0. 
1 l'<?E>n de ces symboles. Cest encore Smo»Sx.v qu 

; i-usage des exposante fractionnaires. 



y 
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L'extraction des racines est une opération uniforme, non commu- 
tative: (j/^> ^ ^â) ; non associative : 




sans module déterminé eu de jnodule égal à wn, selon Tordre où Ton 
suppose effectuée l'opération (c'est^dire selon que a^6 indique \/b 
ou J/ûf);distributiveparrapportàla rniStiplicationet à la division: 



[i^abc = Va Vb Vc) \^^^^ 
mais non complètement : 

Une expression de la forme yo indique évidemment Tabsâûce de 
quantité ; et une de la forme î^a, une impossibilité ou absurdité, car 
Ton devrait avoir \/a)=a=i. L'expressîon~v^6 à indice négatiildoi t. 
pour qu'on puisse conserver les règles de calcul, être interpi 
conmie indiquant^, car on a : a? = "î^ô, dohc a?~" = ô, I ou 

^ = ô, donc 00^=^ et finalement ar = 57^. \ 

Comme rt^ + « = ai'ai , si Ton désigne a'' + « parVw, a^' 
n, a« par r, on aura m = m^; mais de a'' + « = m on^déduifl 
p H- gr = loga m = loga Tiv ] d'autre part, de ap = n, a? ^^m^^ 
tire : p = loga n,q = loga ^ ; donc : loga wr = loga ^ H- log^ r i^p^'^^^' 
à-dire que le logarithme du produit est égal & la somme des H loga- 
rithmes de même base de ses facteurs. On obtiendrait égaleme/ nt les 
logarithmes de la division, des puissances et des racines en^ {onc- 
tion des éléments constitutifs de ces opérations. ^ 

Des symboles a<> = 1, a* = a, on déduit que, dans n'im/^ 'porl^ 
quelle base, le logarithme de cette base est un, et celui de V^^cunité 
est zéro, \ 

S'il s'agissait des logarithmes des quantités fractionnaires, la pex p. 
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inanence des règles de calcul exigerait qu'on les interprétât comme 
indiquant la différence entre le logarithme du numérateur et celui 
du dénominateur; mais si cette soustraction est impossible, on ne 
saurait lui donner une interprétation qu'en se rappelant que 

a* 

Le calcul des logarithmes est une opération uniforme, non commu- 
tativc, ni associative, ni distributivc par rapport à aucune autre 
opération, sans module déterminé. 

L'expression log^ a implique le non-sens :o' = a; l'expression log^ o 
indique o (car o" = o) ; Texpression loga o est aussi un non-sens : 
a' = 0. 

En général, les deux opérations inverses de l'élévation aux puis- 
sances seront dépourvues de signification ; par exemple, l'extraction 
des racines sera impossible, s'il n'existe aucune base qui, élevée à la 
puissance indiquée par l'indice de la racine, engendre la quantité 
sous-radicale ; de même dans le calcul des logarithmes. 

Prenons d'abord les quantités discontinues. Soit, pour fixer les 
idées, Texpression /T; le chiffre placé sous le signe \r indique un 
ensemble de trois unités, trois hommes par exemple ; de sorte que 
l'opération équivaut k demander : combien d'hommes faut-il prendre 
pour que le groupe ainsi formé, élevé au carré, produise un ensemble 
de trois hommes ? il est évident qu'il n'y a aucun groupe qui réponde à 
la question, car, si l'on prenait un seul hoI^me, le carré donnerait 
un homme, et non pas trois ; si l'on en prend deux, son carré don- 
nerait quatre, et comme Ton peut aisément constater que, plus on 
prend d'hommes, plus le carré de ce nombre augmente, il va de soi 
qu'il est, en somme, impossible de satisfaire à la demande, laquelle 
devient alors impossible ou absurde. 

De même, l'opération log.^ 3 équivaut à demander : à quelle puis- 
sance faut-il élever un groupe de deux hommes (par exemple) pour 
en produire un de trois ? Si on l'élève à la première puissance, on a 
deux hommes ; si on l'élève à la deuxième, on en a quatre ; donc 
l^opération est un non-sens. 

Néanmoins, dans les quantités concrètes on peut encore assigner 
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à ces symboles une interprétatiOD, mais alors il faut approfondir le 
concept de continuité et introduire celui de limite^ qui ne fait pas spé- 
cialement l'objet de cette étude. Nous pouvons toutefois indiquer que 
les grandeurs mathématiques continues peuvent, au point de vue qui 
nous occupe, être toujours comparées à une longueur ;. il suffit pour 
cela de faire correspondre l'unité de longueur à l'unité de la grandeur 
considérée ; or il est facile de déterminer, par des constructions gra- 
phiques, des longueurs liées à d'autres par Texpression c^ = a, 
b étant un nombre entier quelconque et a une longueur arbitraire ; 
donc, d'après l'interprétation des racines : c= J/ô" , résultat qui indique 
que, même quand y/â^esi en soi un non-sens, il correspond encore à 
une longueur. On donnerait également une interprétation à '^a , car, 

selon ce qui a été dit plus haut, cette expression indique j-= , et il 

y Cl 

est aussi possible de construire graphiquement une longueur réci- 
proque d'une autre quelconque. 

Prenons, par exemple, le cas le plus simple. On sait que, dans un 
triangle rectangle isoscèle, la longueur a de l'hypoténuse et la lon- 
gueur b des deux autres côtés sont liées par la formule : a^ (unités) 
= (a b^) unités, donc (a) unités = (/â b) unités, et si b est un, 
alors (a) unités = {\^) unités = longueur de l'hypoténuse ; par 
conséquent, l'expression (y/a") unités indique la longueur de l'hypo- 
ténuse en prenant la longueur des deux autres côtés comme unité. 

Tâchons maintenant de pénétrer la métaphysique de cette opé- 
ration et de ce nombre. 

Reprenons l'expression ^a, qu'on suppose impossible à réaliser. 
Elle admet un ensemble de a unités divisibles, puisque l'on sup- 
pose des quantités continues, et équivaut à demander qu'on trouve 
un nouvel ensemble tel que, élevé à la puissance 6, il engendre 
l'ensemble des a unités; d'après la supposition faite, il n'existe 
aucun ensemble qui y satisfait ; mais alors, il y en aura forcément 
deux consécutifs, composés de c et (c -t- i) unités, tels que, élevés à 
la puissance b, ils engendrent deux ensembles, l'un de plus et l'autre 
de moins d'unités que l'ensemble donné ; de sorte que l'on pourra 
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écrire : d'<Ca<:,ic -h i)''. Si nous partageons Tunité primitive en 
un nombre quelconque n de parties égales, les deux ensembles ci- 
dessus indiqués contiendront respectivement en et (c-h i)w unités 
nouvelles, et d'après les notations établies pour les nombres et quan- 
tités fractionnaires, ils seront symbolisés par 

en 671 -f- n. 

mais à présent, entre ces nombres en et en -h n, il y en a d'autres 
correspondant aux notations 

en -H 1 en -H 2 en -+- n — i. 



d'un autre côté, l'ensemble a unités sera indiqué par — unités nou- 
velles. Si nous considérons les quantités fractionnaires intermédiaires 

entre — et — , et qu'on les élève à la puissance 6, d'après 

l'interprétation que nous avons donnée plus haut de cette opération, 
ces puissances représenteront des ensembles compris entre 



et 






car, les dénominateurs étant les mêmes et les numérateurs indiquant 
des nombres compris entre (en)* et [(c -h i)nY, l'unité primitive vient 
à être divisée en un môme nombre de ilarties égales, et Ton prend 
un nombre de celles-ci compris entre (en)* et [(e -+- i)n]^ ; si donc 

l'ensemble ( ~j est moindre que — , tandis que celui-ci est, à 

son tour, moindre que (-- — j , il faut qu'il y ait deux quan- 

^.^, . ». . en -h m , e?i-4- f?n-i- 1) . ^ ... .„ 

tites fractionnaires et ^ qui vérifient lexpression 



n 



(*) On ne pourrait jamais avoir ( — - — I = a*, car il est facile de vitrifier 
que les puissances d'une quantité fractionnaire, telle que celle qui a été 
définie, ne peuvent jamais donner un multiple de Tunité. 
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La quantité indiquée par ^, puisqu'elle existe, doit être comprise 
entré ces deux quantités fractionnaires. 

Si l'on divisait de nouveau chacune des n parties de Tunité primi- 
tive en n autres parties égales, on trouverait, par un raisonnement 
entièrement semblable au précédent, qu'il existe deux quantités 
satisfaisant à la condition : 



(en -+- m) n 



i)n -^r (en '■\- m) n -¥- (r -h i) 

2 < û5 <: -j— 



et ainsi de suite. 

On déduit de tout cela que : étant fixée une unité, et étant 
donnée une grandeur continue mesurée parler, la quantité mesurée 
par le symbole y^ , et dont nous avons fait voir plus haut Fexistence, 
se trouve comprise entre les quantités fractionnaires correspondantes 
de deux séries ; quantités qui s'approchent de plus en plus d'elle sans 
jamais pouvoir l'égaler. Ce résultat ne doit nullement nous étonner, 
car, étant donné le caractère arbitraire de l'unité dans ces ensembles | 

continus, la subdivision de celle-ci en parties égales, pour constituer | 

les quantités fractionnaires, ne saurait avoir de fin, du moment que | 

cette opération consiste à prendre des parties dans un tout ; il faut '. 

donc qu'il y ait des quantités de valeurs spéciales qui échappent à i 

cette détermination au moyen de nombres fractionnaires, sans quoi ' 

la subdivision de l'unité serait forcément limitée, ce qui, étant con- 
tradictoire à la définition même de la division en parties^ consti- 
tuerait un non-sens. Seulement, le symbole \/â fixe la nature de ces 
suites de quantités fractionnaires, et peut être défini au moyen de 
celles-ci, à la condition de ne pas oublier que, en résumé, il indique 
une quantité spéciale qui, sauf sa détermination numérique en fonc- 
tion de l'unité primitivement choisie au hasard, est entièrement ana- 
logue à n'importe quelle autre. 

Ainsi donc, le symbole ^a peut recevoir une interprétation, même 
lorsqu'il n'y a aucun ensemble d'unités qui, élevé à la puissance b, 
produise un ensemble de a de ces unités ; quand ce dernier cas se 
produit, la quantité symbolisée par ^a unités reçoit le nom de quan- 
tité irrationnelle y et le nombre correspondant \/a, qui fait passer de 
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Tunité établie à la quantité radicale coiTespondante,se nomme nombre 
irrationnel. 

De c* = a, on déduit c*'" = a»» ; donc \/â = ^'^ô"'. C'est-à-dire 
que, même dans les nombres irrationnels, l'égalité J/a = *'{/a»" se 
vérifie. Par conséquent, on n'altère pas un nombre irrationnel en 
divisant Tindice et l'exposant du nombre sous-radical par un même 
nombre. Maintenant, si ces divisions ne sont pas possibles et que Ton 
veuille néanmoins conserver le mécanisme du calcul, il faudra inter- 
préter les expressions symboliques 

comme indiquant respectivement 

On devra poser aussi 

de sorte que, môme dans les nombres irrationnels, on retrouvera 

l'égalité 7;;7.^«»\ 

L'interprétation d'une somme ou d'une différence de quantités 
irrationnelles n'offre aucune difficulté ; il en est de même pour la 
multiplication d'une quantité irrationnelle par un nombre rationnel, 
mais alors, pour conserver la commutativité de la multiplication, il 
faut convenir que le groupe de symboles mx ^b indiquera ^b x m. 

De môme, pour être d'accord avec le mécanisme du calcul déjà 
établi, ii faudra convenir que ^a x "(/F indiquera '^aS (*), car il est 
d'abord bien évident que le symbole r\/a )'" doit être censé indiquer a, 
de sorte que de {ab)"' = a^'b"' on déduit 

{yâ 76 )'" = (Va)"* . (7i")'« = a.b. 

(1) Quand on définit un nombre irrationnel au moyen de deux séries de 
fractions entre les valeurs des éléments corree pondants desquelles il se trouve 
compris (comme nous l'avons vu plus haut), l'égaUté 'y/â "/ô = "^âb est une 
conséquence de l'interprétation donnée au produit de deux fractions. (Voir 
JuLBS TAiiifBBr, Introduction à la théorie des fonctions d^une variable^ Paris, 
Uermarn, i886). 




I 
I 









h"- . 



t. 
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D'un autre côté, cette interprétation du groupe symbolique 

permet de traiter dans le calcul les exposants fractionnaires comme 
s'il s'agissait d'exposants entiers. On a en effet 



donc 



n p nq -4- pm 






indiquera 



Les propriétés commutative et associative de la multiplication sont 
également conservées. Pour conserver aussi la propriété distributive, 
il faudra convenir (*) que le groupe de symboles 

{jyâ±Vb}Vc 

Une fois tout cela établi, Tinterprétation des expressions 
n'offre plus aucune difficulté ; on aura respectivement 

Quant à l'autre opération inverse de l'élévation aux puissances^ 
c'est-à-dire au calcul des logarithmes, dans le cas où l'expression 
loga b est dépourvue de sens par le fait qu'il n'y a aucun exposant 
â? satisfaisant à la condition a"" = b, on peut aussi arriver à lui four- 
nir une interprétation, quand a et 6 se rapportent à des grandeurs 
continues : il suffit de donner à x des valeurs fractionnaires 2 , auquel 

cas on aurait Yâ^ = b. Il n'y aurait aucune difficulté sérieuse à vé- 

(^' f) 

sîon \a — a / 



rifier que l'expression 



peut indiquer un nombre aussi 



(1) Cette convention peut anssi être considérée comme une conséquence de 
la théorie du calcul des fractions, quand on définit le nombre radical au 
moyen de deux séries de fractions (voir J. Tarhebt, op. cit.). 
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petit qu'on vent ; partant, il est possible de trouver des valeurs con- 
venables de p et de q qui satisfassent à Téquation a' = b; mais 
le concept de limite fait ici annoncer impérieusement sa présence. 

De même, on ne saurait donner un sens aux symboles a^^, %/ o, 

à exposants et indices radicaux qu'en approfondissant ce concept 
de limite, dont la nécessité se fait de plus en plus sentir ; néan- 
moins on peut se rendre à peu près compte de ce sens en remplaçant 
ces radicaux parles fractions correspondantes des deux suites qui dé- 
finissent le symbole ^c. 

Le concept de logarithme étant celui d'un nombre et non d'un en- 
semble, on conçoit aussitôt la signification que Ton doit donner aux 
opérations effectués sur les logarithmes ; Ton voit aussi que leur in- 
tervention dans les multiplicateurs, diviseurs (cas i de la division), 
indices et exposants (^) n'offre aucune nouveauté à ajouter à ce qui 
est déjà dit ; quant à leur emploi dans les sommes, soustractions, 
multiplicandes, dividendes, diviseurs (cas a de la division), bases et 
sous-radicaux, il sous-entend évidemment le concept d'unité. 

Si Ton donnait le symbole log , . l/tl, on devrait avoir ( J^a)' =Y^d, 

donc a* = iV^ji c'est-à-dire que 

log f/S = log« ;,'5^ 

Va 

Résumons tout ce qui a été dit dans ce chapitre : les quantités 
ou grandeurs mathématiques sont caractérisées au moyen de deux 
concepts : celui de nombre d^objets, et celui iïuniié. Dans les 
quantités discontinues, l'unité est imposée par la nature même 
de la quantité, de sorte que toute la spéculation porte sur le concept 

log A/~* 

(») Les expressions aios«ô, %7a se trouvent dans les mômes conditions que 

br- , — 

pour se rendre compte de leur interprétation, il ^faudrait rem- 






placer Texpression log.ô par les deux séries fractionnaires qui la définissent. 
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de nombre. En revanche, dans les grandeurs continues, le choix 
de Tunîté est libre, et par conséquent ajoute à la théorie des quan- 
tités discontinues (comprises dans les grandeurs continues) toute la 
spéculation reposant sur le partage et l'échange de Tunité. 

Dans les opérations que comportent les grandenrs mathématiques, 
quelques-unes intéressent exclusivement le concept de nombre, et 
d'autres (la plupart) simultanément les deux concepts de nombre et 
d'unité. Les éléments de ces opérations, que nous avons nommés : 
multiplicande, diviseur (cas 2 de la division), exposant, indice et 
logarithme n'impliquent (jue le concept de nombre d'objets ; tous 
les autres impliquent en outre le concept d'unité. Les opérations 
nommées directes naissent toutes de Tune d'elles : l'addition. Elles 
sont toujours possibles. Les opérations inverses au contraire ne 
sont pas toujours praticables, et constituent alors des non-sens, 
s'il s'agit de grandeurs discontinues. En revanche, dans les quantités 
continues, on peut arriver à leur donner une interprétation, en in- 
troduisant l'idée du partage de l'unité, et en créant ce que l'on 
nomme quantités et nombres irrationnels. 

Seulement, il faut alors faire des conventions spéciales quand, 
pour conserver les règles du calcul, on veut introduire ces quantiU's 
et nombres fractionnaires et irrationnels dans les multiplicateurs, 
diviseurs (cas 2), exposants et indices ; car, par définition, ces 
éléments ne comportent pas une pareille introduction, puisque les 
quantités et nombres fractionnaires et irrationnels naissent du par- 
tage de l'unité, et impliquent parlant le concept d'unité même, 
complètement étranger h ceux de multiplicateur, diviseur (cas 2), 
exposant et indice. 

C'est pour cela que nous avons fuit toutes les combinaisons 
possibles entre les concepts, dont nous plaçons les noms en co- 
lonnes : 

multiplicateur nombre fractionnaire 
diviseur (cas 2) » radical 

exi)osant » logarithmique 

indice 
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pour déterminer rinterprétation à donner à chacune de ces combi- 
naisons d'éléments d'une colonne avec ceux de l'autre ; en considé- 
rant aussi les cas où les éléments de sommes et de soustractions, les 
multiplicandes, dividendes, diviseurs (cas i), bases de puissances, 
quantités sous- radicales, bases de logarithmes, se trouvent simulta- 
nément être aussi des quantités fractionnaires, radicales etlogarithmi- 
ques, pour qu'ainsi aucun cas n'échappe à l'interprétation. 

Pour terminer ce chapitre, nous donnons un tableau des propriétés 
de chacune des opérations directes et inverses. 

Addition : Uniforme. Commutative. Associative. Module zéro. 

Soustraction : Uniforme. Module zéro. 

Multiplication : Uniforme. Commutative. Associative. Complètement distributive 

^ ^ c l'addilion „ , ^ 

par rapport à < , .. Module un. 

( la soustraction. 

Division : Uniforme. Distributive non complètement par rapport k\ 

(la soustraction- 
Module Vanité ou un. 

Puissances : Uniforme. Distributive non complètement par rapport & 

mulliplication 



"1 



,. . . Module un. 

division. 



Racines : Uniforme. Distributive non complètement par rapport h 
multiplication 



,.j 



,. . . Module aucu7i ou un. 

division. 



Logarithmes : Uniforme. Sans module déterminé. 



Ta^s» — l^ta>ie «ur les qaantitôs mathématiques 
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DEUXIÈME PARTIE 



LES QUANTITÉS DIRiaÉES 



CÎIAPITRE PREMIER 



tJUANTlTÉS DIRÏGÉEvS SUR UNE DROITE OU EN DEUX SENS 



On peut joindre, dans certains cas, au concept de quantité, celui 
(le direction, en deux sens (') par exemple. Ainsi, la longueur du 
chemin parcouru par un mobile, le laps de temps qui sépare un fait 
historique d'un autre établi d'avance, etc., sont susceptibles d'une 
ilétermination, car le chemin peut être parcouru dans un sens ou 
dans l'autre, le laps de temps peut être antérieur ou postérieur à l'é- 
vénement fixé, etc. Dans de pareils cas, les deux concepts alliés com- 
, portent aussi des opérations spéciales qui les affectent séparément. 
On comprend sans peine que l'étude de ces opérations peut être ré- 
duite à celles qu'on effectue sur les longueurs prises sur une ligne 
droite indéfinie dans un sens ou dans l'autre. 

Gomme on ne s'occupe pas de la direction même des longueurs, 
mais seulement de leur grandeur et de leur sens, il convient de choisir 

(») La direction dans un eens n'ajouterait rien de notrveau à ce qui a été 
dit sur les grandeurs non dirigées. 
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un point à partir duquel on prendra les longueurs dans un sens ou 
dans Fautre (fig. i) ; pour simplifior le langage, il convient aussi 
d'employer un symbole indiquant le sens ; nous emploierons provi- 
soirement le symbole • (') pour marquer la direction à droite de en 
partant de ce point ; et le symbole •• pour la direction opposée. 



O 
Tigi 

Ainsi, si l'on écrit • a4 mètres, on voudra désigner une longueur de 
24 mètres parcourue de gauche à droite; de même ..24 mètres 
désignera la même longueur dirigée de la droite vers la gauche. 

Toute longueur ainsi dirigée a donc deux extrémités bien distinctes : 
Tune est le point de départ, Tautre le point d'arrivée, en supposant 
qu'un mobile la parcoure dans le sens qui lui est fixé. Pour la dési- 
gner, on emploie aussi les deux lettres qui désignent ses extrémités, 
et Ton convient de lire et écrire de telle manière que la x>reinière 
lettre lue ou écrite se rapporte au point de départ ; de sorte que 
Tordre des lettres indiquera le sens. 

D'après cela, deux longueurs égales mais dirigées en sens opposés 
s'indiqueront, soit par .a, ..a(*) ; soit par AB, BA(ng. 2). 

On combine quelquefois ces deux notations, mais alors les sym- 
boles • et •• placés devant des longueurs dont le sens est déjà indiqué 



A a B 

Fig. 2 ' 

par l'autre notation, indiquent qu'il faut respectivement conserver 
ou changer cette direction. C'est dans ce sens qu'on écrit • AB = •• B A 
ou simplement AB =^ .. BA. 

(J) Quand une quantité dirigée n'est afieclée d'aucun Bvmbolo de direction, 
signe • est sous entendu; ainsi a unités indique • a unités. 

(2; Ne pas oublier que par a on entend le nombre d'unités contenues dans 
AB, de sorle que le mot unité est sous-entcndu. 
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Il est très important tle ne pas confondre la portée de ces conven- 
tions. 

Nous noinn)erons origine d'une longueur dirigée son point de 
départ, et extrémUè son point d'arrivée. 

Si Ton a plusieurs longueurs ainsi dirigées, puis qu'on les place de 
telle sorte que la première que l'on vent considérer ait son origine 
au point 0, puis la seconde de façon qu'elle ait son origine à l'extré- 
mité de la première, et ainsi de suite, on convient de nom^ner somme 
de ces longueurs, la longueur qui, ayant le point pour origine, a 
pour extrémité celle de la dernière des longueurs ajoutées. 

Ainsi (fig. 3) OC est la somme des longueurs OA, AB, BG^ prises 
dans Tordre indiqué. Cette opération étant, comme il est facile de le 

B C O A 



Fig. 3. 

vérifier^ uniforme, commutative, associative et de module égal à 
zéro, peut être appelée addition des longueurs dirigées ; on emploie 
aussi le symbole -t- pour Findiquer. On a donc 

OC = OA -4- AB -+- BC, 
ou bien 

,,s = .a -f- ..b ~h .c 

La soustraction consistera donc à chercher une longueur qui, ad- 
ditionnée à une auti*e donnée, produise une troisième, également 

donnée. Par exemple de 

OB = OA -^ AB 
nous déduirons : 

OB — OA = AB OB — AB = OA 

ou, si Ton désigne par s' le nombre d'unités contenues dans OB : 

..«' — .a = ..b 

..s' — ,.b = .a. 
On aura de même 

O B A 



O A 

Rg*. Pig.5 

.«' — .a = ..6 ) y,,_ ,^ .s' 

.s' — ..b= .a 



!(««-^> i'i.t=.aî(««-^)- 
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Cette opération est évidemment uniforme et de module zéro, comme 
son nom le fait supposer. 

Il est à observer que la soustraction peut se transformer en addi- 
tion, en changeant la direction de la longueur soustraite. Ainsi dans 
les exemples précédents, au lieu de 



..s' — .az= ..b 


on peut écrire 


..s' -+- ..a = ..b (fig. 3) 


.y— ..6= .a 


» » 


..«' -4- .6 = .a (fig. 3) 


.s'— .a= ..b 


» » 


y -+- ..a = ..b (fig. 4) 


y— .a= .* 


» » 


.s' -I- ..a = .b (fig. 5) 



Maintenant, si Ton change le symbole . en -+- et .. en —, puis que,, 
d'accord avec la théorie de la soustraction des polynômes (voir p. i5}, 

on remplace -f- -^ ou par +, et h ou h par — ; — p — q 

par — (i> -h q), toutes les formules antérieures se transforment 
en celles-ci : 

— S=r:a — ft-f-c (fig. 3) 






::'!(««•') ::;?=-'((««•« tiziic^-)- 



De l'observation attentive de ces formules, on déduit que, si Ton 
affecte du signe + les quantités dirigées de gauche à droite et du 
signe — celles en sens opposé, les résultats des additions et des sous- 
tractions isolées ou combinées faites sur ces quantités comme si elles 
n'étaient pas dirigées, en suivant la règle des signes correspondante 
à la soustraction des polynômes, sont exactement les mêmes que 
ceux qu'on obtiendrait si Ton avait tenu compte de la direction, 
pourvu que dans les soustractions impossibles qui peuvent ainsi se 
présenter, on intervertisse Tordre de leurs termes afin de les rendre 
possibles, et qu'on affecte le résultat du signe — , lequel placé ainsi 
devant dos quantités isolées indiquera la direction .. , tandis que Tab- 
sence do signe devant les quantités indiquera la direction . . Si Ton 
tombe sur une expression de la forme — p — 9, on mettra — (p -+- q), 
comme s'il s'agissait d'un i)olynôme à soustraire, en donnant au 
signe — placé devant p -h q l'interprétation .. . 

On comprend à présent l'erreur où l'on tombe quand on admet par 
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exemple que i5 — ao = — 5, sans tenir compte de la notion de di- 
rection. On obtient tout simplement un non-sens. Des quantités né* 
gatives isolées sont dépourvues de sîgnîlication, tant que Von ne les 
considère pas comme dirigées, mais alors le signe — est pris pour 
notre signe .. . Voilà toute la métaphysique de la somme et de la 
différence des protendues quantités négatives. 

Prenons deux longueurs ou deux quantités dirigées en deux sens, 
et formons une nouvelle longueur en multipliant Tune d'elles par le 
nombre d'unités de l'autre et en la dirigeant relativement à la pre- 
mière comme l'autre l'est relativement h la direction indiquée par . 

On vérifie aisément que cette opération est uniforme, commutative, 
associative et complètement distributive par rapport à Taddition et à 
la soustraction définies plus haut. C'est pour ceia qu'on l'appelle 
multiplication des quantités dirigées en deux directions opposées. 
On emploie aussi le même symbole x pour la désigner. On a donc : 

.a X *à = .ah = .5 X .a 

.a X ..ô = ..a^> = ..6 X .a 

..a X .6 = ,.ah r= ,b X ..a 

..a X ..6 = .ab = ..6 X ..« 

(.a -h. .5— .c)x-.d =..arf+ .ôo? — ..crf (») 

(.a-f-..ô — .c) X (..c/ — .é)==-..ad-h .hd^ ..cd — .ae — .,he-^ .ce. 

Le module de cette opération est . i unité. 

Si nous nous souvenons des règles des signes indiquées plus haut 
(p. i6) à propos de la multiplication des polynômes, on voit encore 
que, au point de vue du résultat de la multiplication, on peut rem- 
placer les signes . et ,. par -h et —, puis remplacer les signes com- 
binés ±± par -h. et ±:qz par — , enfin faire le produit des poly- 
nômes ainsi obtenus comme s'il s'agissait de vrais polynômes indé- 
pendamment du concept de direction, pourvu qu'on traite toujours 
^e polynôme produit comme il a été dit plus haut (p. 38), c'est-à-dire 

(<> SI ron ayait quelque dilficulté pour s'expliquer la propriété distributive 
de la mvltiplicakion, elle dijsparaitrait en s*iiiiagiiiant un changement d'écheUe 
mr un dessin, si le multiplicateur a la direction . , et en plus un retournement 
de gauche à droite, si la direction est .. 
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qu'on prenne les signes -t- et —, quand ils affectent dos quantités iso- 
Icss, comme indiquant les directions . et .! ; le résultat ainsi interprété 
sera le même que si l'on avait tenu compte delà direction. 
D'après cela, les formules antérieures pourront s'écrire 

-+-a X — 6 = — a& 

— a X — ô = 4-aft 

f 

(a — 5 -f- c) (— rf) = — ad -^ bd-^cd 
etc. etc. 

Les signes -+- et — employés dans les opérations et la représenta- 
tion des grandeurs dirigées en deux sens opposés, ont donc conven- 
tionnellement deux acceptions : quand ils unissent des quantités, il^ 
expriment des opérations à effectuer indépendamment du concept de 
direction ; quand ils affectent isolément les grandeurs ou marquent 
des soustractions impossibles, ils sont censés indiquer une direction. 
Le tout» il ne faut pas Toublier, n'est qu'une convention justifiée par 
la simplification qu'elle apporte aux calculs sans fausser les résul- 
tats (•). 

Il n'y a plus maintenant de difficulté à se rendre compta de Topé- 
ration inverse de la multiplication ; elle découle des formules sui- 
vantes : 



.ab _ 
.a "" 


■.,b 




..ab 
.a 


,.b 


..ab __ 
..a 


.b 




.ab 
..a 


= . 


.b 




- 


.ad 


-^.bd 
..d 


--.cd 


= .a H- . 


.b — 


.c 








..ad -4- 


.bd 


— . 


.crf — 


ae — 


..be-\- .ce 




T _ 


L- 


h -_ 


/ 



.0^— ,e 

(ï) J^insisie sur ce point parce que Ton confond généralement le rôle différent 
que jouent ces symboles dans le calcul. On ne dislingue pas ces deux inter- 
prétations qui sont fondamentales. Nous avons fait voir le pourquoi de la 
possibilité de cette dualité, qui repose entièrement sur la règle des signes de la 
soustraction et de la multiplication des polynômes, laquelle suit la même loi 
que celle qui régit les combinaisons des symboles de direction. Voilà la méta- 
physique de la question (Voir la note de la page i6). Dciiamel ne s'y était 
pas mépris. Dans le chapitre XIX du tome II de son ouvrage Dt*s méthodes 
dans les sciences de raisonnement y il réfute la démonstration de Laplacb 
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Celte opération est uniforme et distributive par rapport à Taddition 
et à la soustraction ; c'est pour cela qu'on peut la nommer division. 
Son module est . i unité. 

On vérifie aisément aussi que, relativement au résultat, on peut 
remplacer, pour effectuer la division, les symboles . et .. par -h et 
— , avec les réserves énoncées plus haut. C'est une conséquence de 
ce qu'on peut le faire pour la multiplication. 

L'élévation aux i)uissances n'est qu'un cas particulier de la multi- 
plication ; on a donc : 

Remplaçant les symboles . et .. par -h et — , on aura 
(-+- ay = -f- a*» (— a)*»» = -+- a«« (— ûf)"'» -^ * = — a*»» + *. 

C'est une opération qui jouit des mômes propriétés d'uniformité et 
de distributivité par rapport à la multiplication et à la division que 
son homonyme dans les quantités non dirigées. Son module est i. 

Il n'en est pas de même pour son inverse, l'extraction des racines, 
car celle-ci n'est pas toujours uniforme ; en effet, de 

(.a)«i' = (..a)2y= .a'P 
il résulte que 

D'un autre côté, la racine \/ ,.a ou \/ — a indicpie une opération 
évidemment impossible, ce qui fait appeler imaginaire le symbole 

et dissipe les confusions. U. Argard a été le premier à expliquer le mystère 
des quantités négatives en reconnaissant qu'il faut les interpréter comme 
quantités dirigées. Voir son Essai sur une manière de représenter les 
quantités imaginaires dans les constructions géométriques, Paris, 1806, 
réédition Gauthier-Villars, 1874. Dawiel Porro (1729-1795), dans son Exposition 
du calcul des quantités négatives (1784), et son Algèbre diaprés les vrais 
principes (1789), s'était déjà préoccupé de Tlnconsistance de ces règles des 
signes, en observant que les multiplicateurs, exposants, etc., ne peuvent être 
que des nombres. 
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en question V ,m, et aussi la quantité indiquée par v^..a unités. On 
pourrait tout aussi bien nommer imaginûres les résultats des opé- 
rations appliquées aux cas où elles cessent d'être valables. Cependant 
rien n'empêche de soumettre ces résultats symboliques au méca- 
nisme ordinaire du calcul comme s'il s'agissait de quelque chose de 
défini, maïs alors on court le risque de transformer la science en 
un jeu de symboles à allure cabalistique, comme nous l'avons dit 
dans les premières pages de cette étude. Le géomètre allemand II. 
Hankel^ dans son ouvrage : Vorlesungeii fiher complexe Zahlen, a 
appelé principe de pei^nanence des lois formelles l'existence des 
mêmes propriétés combinatoircs entre des opérations de même nom 
appliquées à des grandeurs de diverses espèces [par exemple dirigées et 
non dirigées) comme nous l'avons vu dans ce quia été traité jusqu'ici. 
Eh bien, le mécanisme du calcul appliqué aux cas où les opérations 
effectuées ne sont plus valables, se trouve avoir une étonnante 
conformité avec ce principe de Hankel, car ces opérations, exé- 
cutées sur des symboles dépourvus ile sens, peuvent être en général 
interprétées comme correspondant à des opérations analogues 
réalisées sur des quantités réelles, pourvu qu'on généralise les 
définitions de ces opérations dans la mesure exigée par l'adjonction 
au concept de quantité d'un nouveau concept, celui de direction. 
Nous Tavons du reste déjà vu en partie, en généralisant les opéra- 
tions définies sur les quantités non dirigées, pour les appliquer aux 
quantités dirigées sur une droite. Le mécanisme du calcul de la sous- 
traction conduit à des quantités nommées négatives qui, dépourvues 
de sens en soi, quand on les considère comme appartenant exclu- 
sivement au concept de quantité, correspondent néanmoins à une 
opération de même nom et de mêmes propriétés combinatoircs, 
exécutée sur des quantités réelles, mais dirigées en deux sens. Nous 
le verrons encore mieux au chapitre suivant. 

Le module de l'extraction des racines n'existe pas ou est un. 

Quant au calcul des logarithmes dans ces quantités dirigées, des 
formules : 

{,a)P = ,h (..a)2i'+ 1 = ..c (..a)»/' = .d 
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on déduit : 

log^ .b =p log..a ..c = ajp H- 1 log..a .d = 2p 

C'est encore nnc opération uniforme sans module. 
On voit que log.fl..6 n'a pas de sens et est aussi imaginaire que V^..a. 
On peut encore remplacer dans ces opérations les symboles . et .. 
par H- et — , et Ton aura 

l0gab=p log-a (— c) = 2/î 4- I l0g_„ d=2p 

et le logaritlune imaginaire : log« ( — b). 
Il faut observer que l'expression i^ — ay ou (..a)'', dans le cas où 

m 

Ton ibitp égal à un nombre fractionnaire, donne ( — a)" , symbole 

qui a été interprété comme indiquant V{ — «)'"; par conséquent, si 
m est un noml)re pair et n un nombre impair, on retombe sur une 
expression dépourvue de sens. C'est pour cela que, dans la théorie 
des fonctions, l'expression (— ay indique une fonction éminemment 
discontinue pour des valeurs continues de x. On voit de même que 
l'expression log-,, c correspondant à ( — ay = c peut ne pas avoir 
(le sens précis, ainsi que les expressions 

(— a) et 1 / a 

Le point réellement spécial de cette théorie est la définition de la 
multiplication, qui ne se déduit pas de celle de l'addition comme il 
est établi dans la genèse de ces opérations, car le fait d'introduire le 
concept de direction dans le multiplicateur révolutionne tellement la 
notion de ce dernier, qu'il en résulte que l'élévation aux puissances 
et ses opérations inversos tomI)ent dans des cas où il est impossible 
d'en donner une interprétation. Néanmoins, si Ton continue d'appli- 
quer le mécanisme du calcul aux groupes de symboles ainsi obtenus, 
en ayant soin d'éviter certaines contradictions qui peuvent se pro- 
duire si l'on ne suit pas un certain ordre (*), on constate que les résul- 

(1) Par exemple, les règles du calcul appliquées à V^ — a^ peuvent donner 
V» X V'— I = y/— a == Va X v'^(— ij* = \'a X y^i = y^a, etc. 
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tats que l'on obtient, ressemblent complôtement à ceux qu'on obtient 
en considérant les quantités dirigées sur un plan (passant par la 
droite qui supporte les directions . et .. ou -+- et — ) quand on 
soumet celles-ci à des opérations satisfaisant au principe de Ilankel. 
Voici à peu près les principales expressions que Ton obtient en 
appliquant les règles du calcul défini dans ce chapitre, aux symboles 
dépourvus de sens y — a procédant, comme nous l'avons vu, de la 
définition donnée pour la multiplication des grandeurs dirigées en 
deux directions opposées : 



(') 



(«) 



(3) 



\ 



1/"=" 



v'^Ti =(sr^,)> = - 



I (- V - i) X (- • - i) = (v^ - i)'^ = - 1 






j (_ v/'=ni)*» + « = — v^"=~i (— v'^^Y" ^- ' = v/"^^ 

j de y' = 1 on déduit : (y — i) (y" + y -+- i) = o 
y— 1=0 y«-i-y-+-i=o 

— 1 ±\r^:^i 



y=i 



y = 



(4) 



donc 



_ (:: 



VI = { 



\ 

de même on aurait 



(-- 



^r^^i 



(5) 



VI = /7~r = / ±- 



V 



-+- 1 



+ v'- i 



[a^ b \/^^i)±:{a' -^ h' v''"^^) =={a±i a') 4- (6 riz 6') v^^^i 
{&)i(a±:b\/::ri)x(a±:bW^^i) = {aa' — bb')±{ab'-ha'b)\/^ 
. (a ± 6 v'!)* = a» — 6« ± 2 ai. v/^=^ 
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de 



n = I 



n — 00 



C08 a? = 1 r -h 



2l~^4T G! 



l -1- 






.r' j^"' .7:' 



71 = 



f ^\ sin a? =r o? — TTT -+- rr — 

on déduit : 

g^v — I __ ^Qg ^ ^ v^— 1 sin 0? 
c est-à dire : 



V ' >- .7?*"-^^ 



(- 0" 



[m ■+■ 1)! 



', »• 



n = l^ ' ?i = i n = o 



(8) 



COS a 



Sin a : 



e« -+- e - a 



ga — g-« 

2v/'— 1 



Maintenant, tout en éliminant ces dernières expressions dépour- 
vues de sens, on peut se demander quelle utilité rapportent les con- 
sidérations et les résultats obtenus par cette association du concept 
de grandeur avec celui de direction en deux sens, dans le cas où on 
peut leur attribuer une interi)rétation. 

Il suffira de brèves indications appliquées à deux exemples pour 
rendre compte de cette utilité. 

Si Ton demande la solution d un problème dont les conditions 
sont incompatibles, mais tel qu'on ne puisse au premier abord se 
rendre compte de cette incompatibilité, on sera nécessairement 
amené par le calcul à des opérations impossibles. Une fois celles-ci 
constatées, il n'y a plus rien à faire. L'impossibilité est démontrée. 
Mais si les conditions données permettent de distinguer des directions, 
et que l'ignorance où Ton se trouve fait que l'on suf)pose que la so- 
lution cherchée se trouve dirigée du côté opposé à celui qui lui 
correspond, on sera également amené à des opérations impossibles, 



n 
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mais dont rimpossibiiité peut ne dépendre que de Terreur commise 
en se trompant de direction, tandis que si Ton avait pris Topposée, 
elle ne se serait pas produite ; on est donc obligé de recommencer les 
opérations pour vérifier si Fimpossibilitc en question répond unique- 
ment à cette cause. Quelquefois aussi, il s*agit de problèmes qui 
sont exactement analogues, sauf la direction assignée aux données. 
Dans ce cas également on est obligé de recommencer les opérations. 

C'est justement dans Télimination de cette double tâche que réside 
Futilité pratique de ce qui a été dit dans ce chapitre. 

Prenons un exemple très connu : le problème dit des courriers. 

Deux mobiles parcourent un chemin dans le sens de la flèche, 
leurs vitesses respectives sont v et v\ leur mouvement est uniforme, 
et ils se trouvent passer au même instant, Tun au point A, Tautre au 



X" A X' B X 

Fig.6. 

point B, séparés de d unités de longueur. On demande à quelle dis- 
tance de B se trouve le point de leur rencontre. La rencontre peut 
se produire à droite ou à gauche de B, comme nous Tignorons, sup- 
posons qu'elle a lieu au point X à droite de B ; alors la distance 
cherchée se trouvera être BX, nommons-la x ; nous aurons Fégalité : 

d -+- .r en dr/ 
— -— = -/ . « = / • 



Si V se trouve être moindre que v\ Topération v — v' sera impos- 
sible, et Ton devra inférer, ou que les conditions données sont incom- 
patibles, ou que Ton s'est trom[X3 en supposant que la rencontre a 
lieu à droite du point B. Pour savoir à quoi s'en tenir, supposons que 
cette rencontre a lieu à gauche de B ; elle peut encore se produire 
entre A et B ou à gauche de B ; prenons le premier cas, soit X' le 
point de rencontre, nous aurons 

d — r .r dr' 

X = 



V V -\- V 
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Si Ton suppose le point de rencontre en X'' à gauche de A, on 
trouve la formule 

oc — d X df^ 

V v' v' — V ' 

Cela fait voir que, si v > t?', la rencontre peut se produire soit 
entre A et B, soit à gauche de A ; et qu'on ne pourrait le savoir en 
se basant uniquement sur les formules. 

Ce dernier inconvénient, et celui d'avoir à discuter séparément 
tous les cas possibles (^), tâche fastidieuse et longue, sont évités par 
la considération des grandeurs dirigées. A cet effet, désignons par x 
la distance cherchée et sa direction tout ensemble. Quelle que soit 
cette direction, on trouvera toujours que le chemin à parcourir par 
le mobile qui passe par A, à partir de ce point, est .d -^ œ, le 
signe -H indiquant à présent une somme de grandeurs dirigées ; 
le chemin à parcourir par l'autre mobile est a?, du moment que par x 
nous supposons indiquées simultanément la grandeur et la direction ; 
la marche des mobiles, marquée par la flèche, attribue un sens à 
leur vitesse, donc, pour une position quelconque du point de ren- 
contre, le temps employé pour passer de A et de B respective- 
ment au point de rencontre, sera indiqué par et - -, , la divi- 
sion étant supposée définie comme nous l'avons fait dans ce chapitre, 
car si les dividendes .rf -+- j:et a? impliquent une direction, le temps 
sera futur (comme il est facile de le comprendre) ; s'ils impliquent 
une direction opposée, le temps sera passé, c'est-à-dire affecté d'un 
symbole de direction opposé au premier cas ; nous aurons donc : 
,d -\- X .% .dv' 

I f^ff' \ 
Si V > u , nous aurons x = . { , ) 

^ \V — V j 

Si t?<i/ » ^^-"\:ff~)j 

ce qui nous donne à la fois la valeur et la direction de x. 

(1) Si on supposait que la marche des mobiles changeât, on serait encore 
obligé de recommencer les opérations. 
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Nous avons fait voir que, au point de vue du résultat final et 
sous les conventions établies, on peut remplacer les symboles . et . . 
par -+■ et — . Les expressions précédentes pourront donc s*écrire : 

(i) œ = -h — ^- / (direction à droite de B) 
(2) .r = ^.-^.~ fdirection à gauche de B). 

On voit de même que, si Ton changeait v' en — v\ on tirerait 

dv' 
directement de la formule x = ^ , le résultat correspondant à 

un changement de direction dans la marche de l'un des mobiles, etc. 

Il en est de même pour tout problème analogue. Si Ton demande 

par exemple à quelle époque l'âge d'une personne sera c fois plus 

grand que celui d'une autre, sachant qu'actuellement l'une a a et 

l'autre b années respectivement, il suffira de résoudre le cas dans la 

supposition que cette époque est, par exemple, future ; l'on aura 

alors 

, , X cb — a a — cb 

^ ' 1 — c c — 1 

Si l'une ou l'autre des soustractions est impossible, cela voudra dire 

que l'époque est passée, mais il ne sera pas nécessaire de refaire le 

calcul et d'écrire 

, ,. cb — a a — cb 

X — a = cix — b) X = ou 

^ ^ c — I 1 — c 

Il suffira défaire la soustraction comme on la ferait si elle indiquait 
des quantités dirigées ; Ton aurait alors 

cb — a 

c — i 

et le symbole —, isolé devant l'expression, indiquerait que l'époque 
est contraire à celle qui a été supposée. 

En un mot, on généralise les solutions, en englobant dans une 
seule formule tous les cas possibles, obtenus en cliangeant dans cette 
formule la direction des données qui comportent ce changement. 
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Les quantités qui se présentent dans la plupart des problèmes or- 
dinaires ne sont susceptibles, quand il est possible de leur associer le 
concept de direction, que d'être dirigées en deux sens, comme il a été 
dit dans le chapitre précédent ; mais, considérant la question sous 
un autre point de vue utilitaire, on comprend qu'il soit possible de 
pousser plus loin la combinaison de ces deux concepts. 

Si Ton considère par exemple un plan, on voit aisément que les 
droites qui y sont tracées peuvent prendre une infinité de directions. 
Comme nous ne considérons que Tassociation des concepts de gran- 
deur et de direction, et non de position, il en résulte que, au point 
de vue où nous nous sommes placés, les portions de lignes droites, 
d'égale longueur, parallèles et de même direction, seront équivalentes 
ou équipollenles, comme les a nommées le mathématicien italien 
Giustus Bbllavitis ('), quand même elles n'auraient pas la même po. 
sition. On pourrait employer un signe spécial pour marquer cette 
équivalence ou égalité en grandeur et direction : Bbllavitis par 
exemple emploie le symbole ^, mais on peut continuer à em- 
ployer le signe =, pourvu qu'on tienne compte des nouvelles condi- 
tions qu'il est censé indiquer. 

D'après ce qui vient d'être dit, on comprend qu'une droite ainsi 

(') Saffffio di applioazioni di un nuovo metodo di Geometria analitica 
(( alcolo délie KquipoUenze, Padova, i835). 

Dawex — Élade sur lei quantités malhémaliqiieii 4 
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dirigée ou vecteur, comme on convient de la nommer dans ce cas, 
sera déterminée en grandeur et direction, quand on connaîtra le 
nombre qui indique combien d'unités de longueur elle contient et 
Tangle qu'elle fait avec une droite fixée d'avance dans le plan. 

A cet effet, on choisit une droite AC et un point sur cette droite, 
et on convient de se servir des vecteurs qui passent par pour in- 
diquer tous ceux qui leur sont équipoUenls, de manière que OP (*) 
par exemple indiquera tous les vecteurs qui lui sont égaux en lon- 
gueur, parallèles et dirigés dans le même sens ; OP sera fixé au moyen 
de sa longueur flf unités, et de l'angle a, compté par exemple de droite 

à gauche, qu'il forme avec 
la direction OA qu'on choi- 
sit comme fixe. 

J . -F. Frawç Ais(^) emploie 
la notation OP = a^. L'an- 
gle a est censé donné en 
mesure circulaire, c'est-à- 
dire en longueur de Tare 
correspondant dans une 
circonférence de rayon 
égal à l'unité de longueur. 
La longueur, a unités, du vecteur, est nommée aussi module, ten- 
seur ou grafideur du vecteur ; elle est indiquée respectivement par 
les symboles a ; T. OP ; gr. OP. Nous emploierons le premier. 
Quant à Tangle ». il est nommé argument, verseur ou inclinaison du 
vecteur, et il est désigné par a ou inc OP ; nous emploierons le pre- 
mier symbole. 

Il n'est pas inutile d'observer que l'angle du vecteur peut égale- 
ment être considéré comme égal à a ou à a -h inr., tlt. indiquant 
l'angle correspondant à une circonférence entière de rayon unité. 




rig.7. 



(>) Quand on indique un vecteur quelconque AB, on convient de lire et placer 
les lettres AB de manière à indiquer le sens comme nous avons vu au chapitre 
précédent. 

(>) Annales de Mathématiques de GBacoififB, t. IV, p. 61-71. 
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La manière spéciale de désigner les vecteurs constitue justement 
le point de séparation des différentes théories qui s'y rapportent, 
quoique le résultat, comme il est naturel, soit le inème. 

Nous allons d'abord exposer la question, d'accord avec ce qui a 
déjà été dit dans cette étude. 

Nous conviendrons, pour conserver Tanalogic avec les symboles 
employés dans les quantités dirigées sur une droite, c'est-à-dire en 
deux sens, d'employer les signes h- i et — i pour désigner les vec- 
teurs-unités dirigés respectivement suivant OA et OC (on convient 
d'éliminer le facteur -h i devant un nombre ar, auquel cas il est sous- 




Fig.8. 



entendu) ; et d'employer les symboles -h t et — i pour indiquer les 
vecteurs-unités dirigés suivant OB et OD. 

Passons maintenant aux opérations. 

On nomme somme de plusieurs vecteurs indiqués par OM, ON , OR. . . 
(fîg. 8) le vecteur OR' obtenu en portant à partir de l'extrémité M de 
OM un vecteur MN' équipoUent à ON, puis de N' un vecteur N' R' 
équipollent à OR..., le vecteur déterminé en joignant avec le der- 
nier point R' ainsi obtenu constitue la somme des vecteurs donnés. 
On vérifie aisément que cette opération est uniforme, commutative Q) 
et associative (*), de module égal à zéro, ce qui justifie le nom 
d'addition qu'on lui donne. 

(i) On voit que le parallélogramme 0MN'>' donne : OM + MN' = ON -f NN'. 
(2) On verrait également que (OM + ON) + OP = OM + (ON + OP). 
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Nous aurons donc : 

OR' = OM -h ON 4- OR = 0M 4- MN' -*- NR' 

Si nous supposons que la longueur de ces vecteurs OM, ON, OR, 
OR' soit respectivement m, n, r, r' unités et qu'ils forment les 
angles (i, v, p, p' avec la direction OA, la notation de J.-F. Fra>'çais 
permettra d'écrire : 



rV = m^ 



'9- 



D'après cette définition, on voit que tout vecteur OP peut être con- 
sidéré comme la somme de deux vecteurs OQ, QP dirigés parallèle- 
ment aux directions OA, OB ; par conséquent, si a^ b etp indiquent 
les nombres d'unités comprises dans OQ, QP et OP, en tenant compte 
des symboles convenus pour désigner les directions OA, OB. OG,OD, 
on a (fig. 9): 

OP = OQ -+- QP; OP = a -+- lô; p^ = a,-h b^. 

a 
L'opération inverse de l'addition des vecteurs, c'est-à-dire la sous- 
traction, consiste à trouver un vecteur qui, ajouté à un autre donné, 

en engendre un troisième également 
donné. L'opération en question est 
uniforme, de module zéro, non com- 
mutative ni associative, tout comme 
celle que nous avons primitivement 
désignée de ce nom ; on vérifierait 
sans difficulté qu'elle peut se trans- 
former en une addition, en changeant 
le sens du vecteur à soustraire, c'est- 
à-dire en ajoutant à son argument l'angle (an h- i)7c sans changer 
sa grandeur. Ainsi par exemple dans la figure on a : 

OP — OQ == QP OP H- QO = OP' = QP 

( Pa — «0 = ^^ 
a 

, = b'^ 




Rg.a 



ou 



OP — a = ib 
0P-t-(-a) = i6(') 



(^) L'on ne doit pas oublier que les signes -f- et — ont deux acceptions : affec- 
tant isolément les vecteurs, ils indiquent les directions OA et OG ; unissant 
deux vecteurs, ils indiquent les opérations d'addition et de soustraction. 
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On déduit de tout cela que, en général, 

Pa -1- /a- - PV=t = Pa + p',' -h (- p\' ^J" :-' 

et que si 

on a : 

(') 



OP = a -1- i6 

OF = o' H- ib' 



\ OP + OP' = (a+ a') -+- i (6 -+- 6') 
I OP — OP' = (a — a') + i (6 — ô') 



Si l'on a m vecteurs équipoUents de longueur a unités et d'ar- 
gument a, leur somme sera indiquée par ma^ ; si leur longueur 

était différente a, a\ a", leur somme serait : (a -h a' + a" )^ 

Si Ton avait des sommes et des différences combinées, on aurait 
(a -h a' — a" )^ ; la quantité entre parenthèses devra être inter- 
prétée comme il a été fait au chapitre précèdent. 

On appelle produit de deux vecteurs OM = m^ ON = wo ou de 
leurs équipoUents, un troisième vecteur OP déterminé de telle ma- 
nière que Ton ait : OP = {mn)^ ^ ^^ c*es^à-dire tel que sa longueur 
contienne m x n unités et 
que Tangle qui lui corres- 
pond soit la somme a + p 
des angles de ses facteurs. 
On voit fiue si Oi représente 
le vecteur + i , et que l'on 
joigne le point i à M, puis 
que de N on trace une droit e 
NP formant avec le prolon- 
gement de ON un angle y 
égal à Ml A, Tintersection P 
de cette droite avec la droite OP menée par et formant un angle 
POA = a -+- p détermine le vecteur OP défini comme produit de OM 
par ON ; car son argument est a -h p, et des triangles semblables 
OiM, ONP on déduit que la longueur de OP = m x n. 

Cette opération s'appelle multiplication et ^'indUiue par les mêmes 
signes que les opérations homonymes, mais il faut tenir compte de sa 




Tig.lO. 
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Fig.11. 



nouvelle signification, qui est plus large, car elle renferme les mômes 
conditions et en outre celle relative à la direction. Le nom de multi- 
plication se justifie par le fait que l'opération qu'on vient de définir est 
uniforme, commutative, associative et complètement distributive par 

rapport à Taddition et à la 
soustraction des vecteurs. Les 
propriétés d'uniformité, de 
commutatîvité et d'associati- 
vite se vérifient sans difficulté ; 
on ne voit pas si clairement la 
propriété distributive. Les an- 
ciens auteurs, tels que Argand, 
rappliquaient un peu sans la 
démontrer, comme [si le fait 
d'écrire la somme et les pra- 
duits de vecteurs avec les 
mêmes signes employés pour les opérations sur les quantités non 
dirigées, permettaient d'effectuer sur eux, sans autre cérémonie, 
les mêmes transformations distributives et autres. 

Cette propriété distributive par rapport à l'addition résulte des ob- 
servations suivantes : 
Soit à multix3lier OM = m^ par ON = tîo 
Soit OP = pgj _|_ 3 = (w X w)3t + p 1® vecteur produit. 
Décomposons le vecteur ON en deux autres dont il soit la somme : 
ON = OR -t- RN : il s'agit de démontrer que 

OP = (OR -h RN) OM = OR X OM -h RN X OM. 

La première opération à faire pour multiplier OR et RN par OM est 
de multiplier leur longueur par m ; nous obtiendrons ainsi deux vec- 
teurs OR', R'N', qui avec le vecteur ON' de longueur n x m forment 
un triangle OR'T semblable à ORN ; il ne reste plus, pour terminer 
l'opération . qu'à augmenter de l'angle a celui que fait chacun 
des vecteurs 0R\ R'N', c'est-à-dire OR et RN, avec OA, mais 
alors, si nous produisons cette augmentation en faisant tourner de 
Tangle a le triangle OR'N^ autour du point dans son plan, dans le 
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sens convenu, on voit que dans la position finale de ce triangle, OR"P, 
la somme OR" -+- R'^P, c'est-à-dire OR x OM -+- RN x OM, donne 
bien le vecteur OP, c'est-à-dire ON x OM, ce qui démontre la pro- 
priété distributive de la multiplication des vecteurs relativement à 
l'addition. De même pour la soustraction. Si nous avons : 



OM = a -+- ib. 



ON = a' -4- ih\ 



la propriété distributive ci-dessus démontrée donne : 



(') 



{ OM X ON =(«-)- «6) ON = a. ON -h «6. ON 



^ ' ^ = rt (a' -H i6')" -+- ih {a! -4- ih') = {aa' — W) + t !(a&' 
car de la définition de la multiplication il résulte que : 



a'b) 



^(+0x (+i) = +i 

,»(-h i) X i = i 
(3) tiX i = — \ 

),-x(-i) = -.- 

f » X (— i) = H- 1 



(-H X (- 1) : 

(-hl)X(-.): 

(->)X(-1): 

1 (- •) X (- .•) 
! (- i) X (- = 



Ces dernières formules font voir que les quantités dirigées en 
deux sens forment un ras particulier des quantités dirigées dans 
un plan. 

La règle des signes, par exemple : 



(=h 1) X (± 1) = + 



(± i) X (=F 1) = ~ 1 



se trouve être une conséquence de la définition de {la multiplication 
des vecteurs dirigés dans un plan passant par la droite h- i , — i . 

La division des vecteurs, comme opération inverse de la multipli- 
cation, consistera à trouver un vecteur qui, multiplie par un autre 
donné, en produise un troisième également donné. D'après ce que 
l'on a dit sur la multiplication, on aura donc : 



m. 



:n^={m: n\ _ p. 



Si a < P, on pourra donner un sens à l'opération en considérant 



^^5^^!^î*^^^^cr^^'^'' 
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que Tangle a peut être remplacé par a -h 2 mt, donc, si p = a -+- 7, 
on aura 

Un angle négatif devra donc, si Ton veut conserver les règles opé- 
ratoires, être considéré comme indiquant qu'il faut le prendre dans un 
sens inverse de celui où Ton est convenu de prendre les angles. 

La division est une opération uniforme, de module égal au vecteur 
unité (-h 1), non commutative ni associative, mais distributive par 
rapport à l'addition et à la soustraction, c'est-à-dire que : 

OM -*-jON _ OM ON 
O'P " "" OP "^ ÔP 
car on a : 

(§p^+gJ')xOP = OM-hON. 

L'élévation aux puissances n'est qu'un cas particulier de la multi- 
plication ; on a donc : 

[ (OM)- = (mJ" = m;;^ 

(-hl)"=-+-l {-\-iy"={iTz\ = I 4nit == -h 1 

(H- z)*» + «==-+. i (H- î)*«+-3 = — 1 (+ î)*« + 3=— t 

(-. iyn+2^ _ i (_ î)*" + 3 == + i 

(0P)« = lOM -+- ON)'» = (OM)» -+- ^ iOM)«-* ON.... 

H r-^r-^?-^ ^ (OM)"-'" (ON)'" -^ ON» 

ml {n — ?n)l ^ ' ^ ^ 

\ (OP)» == (a 4- «>i)* = a» 4- 9 a6i — ^^*. 

Il s'agit donc d'une opération uniforme, non commutative, ni asso- 
ciative, distributive par rapport à la multiplication mais seulement 



(4) 
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dans la partie relative à la base ; ainsi : 
Si Ton avait Texpressiou : 

et qu'on voulût lui appliquer les règles ordinaires, on obtiendrait 
Texpression dépourvue de sens (ma)"^ ; on peut donc définir cette der- 
nière comme indiquant -~ » ^^ encore, d'après l'interprétation 

an 

donnée aux angles négatifs, par l'égalité : 



m 



= ('^-")-c 



Avec ces conventions, Ton peut traiter les exposants et les angles 
négatifs comme s'il s'agissait des exposants et des angles ordinaires. 

Quant à Textraction des racines, comme opération inverse de 
l'élévation aux puissances, elle consiste à chercher le vecteur base 
d'une puissance, étant donnée celle-ci et l'exposant. On a donc 

n 

Ce n'est donc pas une opération uniforme. Elle donne autant de va- 
leurs qu'il y a d'unités dans l'indice : par exemple, soit yi, c'est-à- 
dire la racine n'^™« du vecteur unité -+- i . Ou a en général : 



y H- 1 = v^iamic = 



1 imiz — 

71 



»4^ 

n 



Par exemple, 



(5) 



\/^n = 






ln=-+- 1 
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De même, 
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= -+- l =0i 



/ M^ = Oi' (% 12). 

V "3 

Comme Ton voit par la figure, les vecteurs Oi' et Oi" qui repré- 
sentent les racines cubiques du vecteur unité 1 (qui est lui-môme 
aussi sa propre racine) peuvent se représenter par : 

P Oi'=Ki'-+-OK Oi"=Kr^H-OK 

mais le module ou longueur de 
l'K et de i^K est celui de la 
moitié du côté du triangle équila- 
téral ii'i'' inscrit dans le cercle 
de rayon unité, et on vérifie 
aisément que ce côté contient 
v/3 unités. On constate facilement 
aussi que la longueur de OK est - 




Oi' = =li-±iv^? 



unités. Donc 
Oi'' = ^=^ 



ev/3 



Les 3 racines cubiques du vecteur ■+■ 1 sont donc : 



(6) 



"H 1, 



2 2 

De môme encore, les 4 racines quatrièmes du vecteur -+- 1 sont : 



(7) 



V^' = V 'an- = 



' 3r = — » 

2 



1 



On peut maintenant se rendre compte de ce qu'indique un vecteur 
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-élevé à une puissance fractionnaire, en se souvenant de Tinterpréta- 
4ion qu'il faut donner à celle-ci. On a : 



(OP) " = rop- = 7{pX = ?'(p'")am = (î'i^O^ 

n 

on a de même : 

hoP = roF = {7p^)^ 
V m 

Si Texposaut du vecteur est un radical ou un logarithme, on sait 
•que pour comprendre le sens à donner à cette opération, il faut rem- 
placer ces exposants par des nombres fractionnaires constituant depx 
suites inférieure et supérieure respectivement au nombre incom- 
mensurable donné comme exposant ; mais alors, comme les dénomi- 
nateurs de ces fractions croissent constamment et que, pour chaque 
valeur qu*ils prennent, ils déterminent une extraction de racines qui 
a autant de valeurs que le dénominateur a d'unités, celui-ci vient 
donc, à la limite, à indiquer un argument indéterminé ; une expres- 

fiîon de cette espèce, (OM) par exemple, ne peut avoir que son mo- 

/ v/2\ 

<lulc déterminé \fl /, son argument sera quelconque. On pourrait 
<^pendant rendre uniforme cette opération en fixant le nombre en- 
tier, fractionnaire, radical ou logarithmique de circonférences que 
-contient l'argument du vecteur ; car si l'on désignait par fx ce nombre, 
on aurait 

On peut remplacer \/^ par log 2 par exemple ; on aurait : 

log a 

L'interprétation de ces expressions ne dépend plus que du concept 
de quantité, et a fait l'objet du chapitre premier. 

Quant aux indices négatifs, on peut leur donner l'interprétation 
isuivante ; de 
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(voir plus haut) on déduit : 



7/^ = (a \ == î— . 

q ap 

i 

11 ne nous reste plus qu'à traiter Tautre opération inverse de 
l'élévation aux puissances. Il s'agit ici de trouver à quelle puissance 
(nommée logarithme) il faut élever un vecteur donné pour en obtenir 
un autre également donné. De 

on déduit logp^ p ^ = n. 

9.71 

Cette opération correspond à l'équation : (p^^)^ = q^^ mais Ton 
doit avoir p' = q, donc x = log^ q ; et d'autre part 

(a -+- a miz) log^ q = ^ -\- anr.; 

égalité qui généralement ne sera vérifiée par aucune valeur de m et 
den. Ce sera donc une opération impossible, à moins qu'un des 
arguments ne soit pas fixé. 

Nous verrons bientôt une autre généralisation de la notion de lo- 
garithme. 

Si l'on compare les formules (1) à (7) obtenues dans ce chapitre, 
avec celles déduites au chapitre précédent (p. 44) moyennant l'ap- 
plication du mécanisme du calcul aux formules relatives aux 
quantités dirigées en deux directions opposées, — formules qui, 
considérées comme rapportées aux quantités dirigées uniquement sur 
une droite, se présentent comme dépourvues de sens, — on voit 
qu'elles coïncideraient exactement, si l'on remplaçait le symbole 
i par v^ — 1 , et que par conséquent il est possible de donner une 
interprétation aux secondes, en les considérant au point de vue 
des grandeurs dirigées, non plus sur, une droite, mais dans un plan. 
Le symbole s/ — i indiquera alors un vecteur-unité pris dans le sens 
perpendiculaire à la droite primitive d'où elles ont été tirées. 

Cette dernière particularité paraît avoir été reconnue pour 
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la première fois par Tabbé Buée en i8o5 (*) et par Argand en 
1 806 (*). Wallis d'Oxford (') en 1 685, Kûhn en 1 753 et Truel en 1 786 
avaient dc^jà considéré le symbole « \/ — 1 comme indiquant une 
moyenne proportionnelle entre -h « et — a, qui devait se chercher hors 
de la direction de la droite -^ a, — a ; mais Buéb annonce catégorique- 
ment que « \/ — 1 n'est pas le signe d'une opération arithmétique ou 
<c d'une opération purement géométrique ; c'est un signe de perpeixdi- 
« cularité purement descriptif qui indique la direction d'une ligne, 
<r abstraction faite de sa longueur. » Toutefois il est liors de discussion 
! que c'est à Argand que revient Thonneur d'avoir introduit de nou- 

I velles lumières dans la question et d'avoir effectué pour la première 

fois la multiplication de deitx vecteurs dans un plan. 
I La confusion qui régnait à l'époque d'ARGA.ND sur les concepts de 

, quantité et de direction était tellement grande, que des mathémati- 

' ciens distingués comme Servois écrivaient : « a \/ — 1 est une 

moyetme de grandeur entre -4- a et — a » (♦). Carnot disait aussi : 
I a Puisque nous ne tenons pas compte dans les calculs des résultats 

« nuls par rapport à ceux qui ne le sont pas, à plus forte raison il 
^ « faudrait ne pas tenir compte des résultats moindres que zéro , c'est-à- 

« dire des quantités négatives ; comme nous ne pouvons cependant 
€ le faire, c'est une preuve que ces quantités ne sont pas moindres 
« que zéro. > On était tellement offusqué par un symbolisme dé- 
pourvu de sens, que le même Sbrvois arrive à dire à propos de la 



(I) Mémoire sur les Quantités imaginaires, communiqué & la Société 
royale de Londres, par M. William Morgar et publié dans les Philosophical 
Transactions de 1806, i'* Partie, p. a3. A propos de la découverte d'Argand, 
M. Lacroix transmit une note à M. Vbctbr, professeur de Mathématiques spé- 
ciales au Lycée de Nîmes, lui faisant connaître l'existence de ce mémoire ; 
cette note fut publiée dans les Annales de Cbrcorre. 

(^) Essai sur une manière de représenter les quantités imaginaires dans 
les constructions géométriques ^ Paris f opuscule anonyme). Annales de Gbr- 
GOKRB, t. IV, p. x33-i47; t. V, p. 197-309. 3 volumes. 

(>) Voir rédition complète des œuvres de Wallis, intitulée Joarris Walusii 
Geometriof professoris Saviliani in celeberrima academia Oxoniensi OntuL 

MATBiMATICA, Oxford, 1 697-99. 

(^) Lettre de M. Sbryois h J.-D. Gbrgoriib, La Fëre, i8i3. 
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découverte (I'Argakd (>) : « Pour moi, j*avoue que je ne vois encore 
« dans cette notation qu'un masque géométrique appliqué sur des 
€ formes analytiques dont l'usage immédiat me semble plus simple et 
(( plus expéditil. » Malgré la publicité donnée aux travaux d'AaGAno^ 
dans les Annales de Gergonne et Fappuî du même Gergonpie (^) qui en 
comprit Timportance et leur donna une vive et efficace approbation^ 
les idées nouvelles passèrent tout h fait inaperçues, de telle sorte que 
en 1828 elles furent réinventées séparément par Warren (') en An- 
gleterre et par Mourby (*) en France. Elles commencèrent alors à 
passer dans les ouvrages élémentaires tels que les Leçons d'Algèbre 
de Lbfébure db Fourcy, la Géométrie analytique de Wood, etc. ; 

msds malgré tout, ce n'est 
qu'après les travaux de 
GAUssen i83i, de Caughy 
vers la même époque, et de 
Ha?îkbl, qu'elles entrèrent 
définitivement dans la 
science. Les théories de 
MoBius, Bbllayitis, Hamil- 
TON et Grassmami les ont 
portées à l'apogée. 
Voici le raisonnement 

fait par Argand pour inférer que le symbole H- v^ — 1 doit 
indiquer une direction perpendiculaire à celle qu'indiquent h- 
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(•) Cesi cette publication qui donna lieu à la discussion à laquelle prirent 
part Fbakçais, (Îkrcoske et Sbrvois, et qui eut de si utiles conséquences. 

(*) Aux objections de Sertois. U répond : • La moyenne proportionnelle de 
« grandeur entre -f a et — a n'est et ne saurait être que a : car lorsqu'on 
«parle uniquement de grandeur, on doit faire abstraction des signes... 
« M. Sbrvois compterait il pour peu de voir enfin l'analyse algébrique débar- 
« rassée de ces formes inintelligibles et mystérieuses, de ces iion-sens qui la 
« déparent et en font pour ainsi dire une sorte de science cabalistique 1 b (Voir 
r Essai d'ÀRGAND. réédité parHoOBL, p. io2-io3, Paris, Gauthier-Villars). 

(3) JoH5 Wabrbh, Treatise on the geometrical représentation of the square 
roots of négatives quantities, Cambridge, i8a8. 

(*)M. MouREY, La vraie théorie des quantités négatives et des quantités^ 
prétendues imaginaires, Paris, i8a8 (2« édition, Paris, Gaulhier-Vinars, 1861). 
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et — . Considérons la proportion : -h i : x i : es : — i(*)- 



Les procédés ordinaires du calcul donnent x = ±: y/ — i, mais 
comme ce résultat n'a pas de sens, voyons ce que peut Otre une 
moyenne proportionnelle entre -h i et — i . 

Si la direction OA(fig. 1 3) est symbolisée par le signe h-, et la direc- 
tion OC par le signe — , les quantités -+- i et — i impliquent simul- 
tanément les concepts de quantité et de direction, il faut donc voir 
ce qui, dans cette moyenne proportionnelle, correspond à chacun de 
ces deux concepts. La moyenne proportionnelle ^i quantité entre 
1 et 1 est évidemment i ; maintenant une direction moyenne entre 
celles désignées par -+- et — ne peut être comprise que comme in- 
diquant une direction perpendiculaire à elles, tracée dans un plan 
choisi arbitrairement. Combinant donc le résultat du calcul à celui du 



raisonnement on est invité à prendre le symbole ± \/^ — i comme 
représentant les longueurs unités prises sur la perpendiculaire à 
celles indiquées par -h i, — i. 

Argand se rend tellement bien compte de ce fait, qu'il dit : «... D*ail- 
« leurs Texpression a s/ — i présente v/ — i comme un facteur qui 
a multiplie a, mais au fond, \l — i dans a\f — i n'est pas plus un 
« facteur que -+- i dans -h a, ou — i dans — a. Or on n'écrit pas 
« H- 1. a, — i. a, mais simplement -H a, — a, et le signe qui pré- 
ce cède a indi(iue lui-même quelle espèce d'unité exprime ce nombre. 
« On peut donc employer un moyen semblable relativement aux 
a quantités imaginaires, en écrivant, par exemple, ^vs a et <^ >» a au 
« lieu de a \l — i , — a \J — i, les signes c:vr et <>/o étant positifs ou 
« négatifs réciproques... La quantité vi -t- n y/ — i s'exprimerait par 

(>} La proportion +i: — i:: — i:ia fait l'objet' do certaines discus- 
sion qui font bien voir la lamentable confusion qui a régné sur les concepts 
de grandeur et de direction. On a dit par exemple : « Dans le rapport an» 
« teneur, si — i était moindre que zéro, à plus forte raison U serait moindre 
« que + I, partant le second terme de ce rapport est moindre que le 
« premier ; mais alors le quatrième terme + i devrait être moindre que le 
« troisième — i, et par conséquent — i serait & la fois plus grand et plus 
petit que + i... » On voit que la notion de direction était complètement 
ignorée. 




et en déduire que 
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Pour arriver à la notion de la multiplication des vecteurs, il fait 
le raisonnement suivant (fig. i4) : 

Si un vecteur-unité OB fait avec le vecteur fixe OA un angle 

BOA égal à celui que forme un 
autre vecteur unité OD avec OC, 
il est évident que, au point de 
vue de la direction, le vecteur 
OD est par rapport à OC ce que 
OB est par rapport à OA; on 
peut donc écrire : 

Fig. 14. OD:OC: : OB : OA 

OBxOC . 
"^ — OA ' 

mais, comme OA a été supposé représenté par -+- i , on a : 
OD = OB X OC. 

C'est J. F. Français qui le premier définit ce qu'il entendait par 
rapport eu grandeur et en position : « Nous appellerons rapport de 
grandeur le rapport numérique entre les grandeurs de deux droites, 
et rapport de position Tinclinaison des deux droites l'une vers 
Tautre... » Les manières dont Arg.\hd et Français commencent res- 
pectivement leur exposition correspondent à deux procédés inverses : 
Argand remonte des symboles aux figures géométriques ; Français 
va des rapports géométriques aux symboles; c'est cette dernière 
marche que nous avons suivie> elle est plus rationnelle quoique 
moins naturelle. Nous allons approfondir l'essence de ces deux pro- 
cédés. 

De la formule (i) de ce chapitre, il résulte qu'un vecteur 
OP = a -^ il, a et ^ indiquant les projections de OP sur la direction 
de db 1 et de it t. Quand la longueur de OP est l'unité, ces projections 
a et ft prennent respectivement le nom de cosinus et sinus de l'angle 
POA = 6 ; on peut donc écrire OP = /; (cos -h i sin 0), p étant 
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le nombre d'unités contenu dons OP ;.mai8, par la formule (7) (*) du 
chapitre II: ae^^ = a (cos -h ? sin 0) ; par consé(|uent le symbole e^^, 
dépourvu de sens quand on le considère par rapport aux quantités 
dirigées en deux sens, peut être interprété maintenant comme indi- 
cpiant le vecteur-unité formant un angle 6 avec la direction désignée 
par -h 1. Si =1 ^ , la valeur de cos - est nulle ; celle de sin - est 
Tunité ; donc 

•j I aO 



tr 



= ^/—u e»^(v/— I)^ = (-i;". ei^ = (,/^Ty=(-if 



aO 



ce qui indique ([ue Texpression (v^ — i) " ou (— 1)** doitégalement 
être interprétée comme indiquant le vecteur-unité formant un 

angle avec la direction du vecteur -h 1 . C'est du reste ce qui ré- \ 



suite de ce fait que ( — 1 ) '* correspond, d'après ce qui a été con- 
6 

venu, à (lit) ^ ou à 1^5 = 1^ , c'est-à-dire à un vecteur-unité 

ayant l'argument 6. La correspondance entre les formules citées des 
deux chapitres est donc complète, et elle donne un sens aux sym- 
boles déduits de Tapplication du mécanisme du calcul aux formules 
relatives aux grandeurs dirigées exclusivement daus deux directions 
opposées. 

Voyons maintenant comment de ces symboles on s'est élevé aux 
opérations sur les quantités dirigées dans un plan. Une fois le sym- 
bole v^ — i interprété comme il a été dit plus haut, c'est-à-dire en 
le considérant comme l'expression d'un vecteur-unité perpendi- 
culaire à ceux désignés par =h 1, si l'on veut employer un symbole 
pour désigner les vecteurs intermédiaires, de manière que les angles 
figurent comme exposants et que pour les valeurs 0, - , -n, — Ç^j de 

( i ) Due à EuLBR. 

(2) Et en pi'néral les valeurs anir, ^ilL+JJr, (an -f iK ^^^î-=^-ï-. pour 
n entier quelconque. 

L)ASsie:r '— Ktude lur lei quanlités Duthémaliqui's i 
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cet exposant le symbole en question prenne les valeurs 



-+- I, H-v"— 1, — 1, — V/— 1, 

la demande parait impossible à satisfaire en raison du nombre de 
conditions fixées, car une seule pourrait suffire pour déterminer le 
symbole clierché ('). Mais, en y regardant de près, on voit que toutes 
ces conditions se réduisent à une ; en effet, étant donnée Finterpré- 
tation de l'exposant o (voir chapitre i), il est évident qu'une base 
quelconque, élevée à la puissance o, donne -h i comme il est demandé ; 
d'un autre côté, si l'on donne une base œ satisfaisant à la condition 

^2 = ^ — 1, il est bien évident que [x^j =a?" = — i, et que 

37: 

^ = — ^ — 1 ; de manière que les troisième et quatrième condi- 
tions seraient remplies ; on verrait de même quef x^j = Jp*'^ = -^ i , 



(»( Dans la lettre citée plus haut, Sbrvois commet à ce sujet des confusions 
importantes. Il dit : « La grandeur d*une droite et sa position, c*est à-dlre 
l'angle qu'elle fait avec un axe fixe, sont deux quanti t4^9 qu'on peut môme 
regarder comme homogi'nes ; or. comment les liera- 1 on puur en faire le 
nouvel élre appel»' ligne droite de grandeur et de position, ou, plus briève- 
ment droite dirigJe i VoilH une question qui ne me parait pas encore assez 
approfondie a étant la longueur d'une droite, a l'arc du cercle de rayon = i 
compris dans l'angle qu'elle forme avec un axe fixe, on ix)urra sans doute 
représenter, en général, la droite dirigée par ç(a, a), et il faudra tâcher de dé- 
terminer o d'après les conditions auxquelles elle doit essentiellemeuk satis- 
faire. Ainsi lo il faudra qu'à a = o, a = ait..., a = anir, réi)onde ©(a, a) = 
-f a, et qu'à a _- ?:, a = 3ir .., a = (an -f i)-, ri'ponde 9(a, a) = — a ; a* il 
faudra que de o^a, a) = çô, ?) on puisse conclure a = 6, a = ^, c'est évident. 

Mais faudra-t-il, 3° comme M. Français le demande, que de la proportion ^?-J^^ = 

^ ^' !. on puisse conclure ^ = ^ et a — jî = 7 — 6 ? Je ne vois pas que 
cela découle nécessairement de l'idée de la fonction ». La signification du 

rapport ^ ' ? : est môme fort obscure. Comment, en effet, peut-on dire d'une 
droite dirigée qu'elle est double, triple... d'une autre ? C'est ce qu'on n'aper- 
çoit point a priori... mais môme en admettant ces caractères de la fonction cp, 
la définition de droite dirigée sera une définition nominis, non rei, ou en 
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et ainsi de suite ; toutes les conditions données se réduisent en ré- 
sumé à la seconde. On a donc : 

mais de 



Ov^: 



e = cos -h y^ j— i sin 

on tire (voir plus haut) 

a I 

e =/_! =(-i) . 

L'expression cherchée est donc (*) : 

V — 1 ovie 

mais, comme cos -f- v^ — i sin 6, en vertu du sens donné au sym- 
bole )/ — 1, indique une longueur prise dans la direction -h ajoutée 

à une autre prise dans la direction perpendiculaire, et que cette 



somme doit indiquer le vecteur-unité e ^ ""'=(— i)'" formant 

d autres termes, droite dirigée sera le nom d'ane cerlaine fonction analytique 
de la grandeur et de la direction de la droite. Il suivra de là, malheureuse- 
ment, qu'on ne construit plus les imaginaires, mais simplement qu'on les 
ramène à une même forme analytique... » Il est inutile de réfuter ce raisonne- 
ment, on se rend compte de son erreur en lisant ce chapitre (voir plus basi. 

(*) Sekvois, après avoir également vérifié que la fonction çfa, a) = a^*^""' 

satisfait aux trois conditions annoncées (car : i*» cp(a, o) = a« ^~^ = a; 
»(a,7:.=::a g"^""* =-- a icos -:: + y^— i sin ~) = — a; 3° si ç(a, a; = ^b.'^.on 
a ae'^"~* = be^^~^^^X en prenant les logarithmes, on a a =: 6, a — ? ; 
30 enfin, de la même égalité, on déduirait = , et a — ? = 7 — 0) se 

demande ensuite si cette forme ae ^ * est la seule à satisfaire à ces trois 
conditions, et il arrive à cette conclusion, que l'on y satisferait également 
en substituant un coefficient arbitraire à l'imaginaire ^— i,et que, par consé- 
quent, la forme ae^^ ^ n'est qu'un cas particulier de celle que doit affecter 
l'expression analytique de la « droite dirigée » dans sa « signification de 
conveèition n. Et il termine en disant : « Y a-t il encore d'autres conditions 
« qui dérivent de cette signification 1 C'est ce qu'on ne dit pas, et c'est ce que 
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un angle avec le vecteur-unité -f- i, 07i est obligé de définir la 
la somme de deux vecteurs de telle manière qu'effectivement la 
somme cos 6 -h v^ — i sino se trouve être le vecteur-unité ayant 
pour argument l'angle 0. On tx)mbe alors sur la définition donnée 
page 5i. Il faut de môme définir la puissance d'un vecteur-unité de 
telle manière que h- \/ ^^^, qui indique le vecteur-unité perpendi- 
culaire à -h I , élevé à la puissance — , produise réellement le vecteur 

que nous sommes convenus de représenter par {\^ — i \ ^ ; f'eci impose 
la définition delà multiplication des vecteurs énoncée page 53. 

Les deux marches ou procédés sont maintenant bien marqués ; de 
Tinterprétation imposée par la logique au symbole v'^" — i , qui est 
censé indiquer une moyenne proportionnelle entre les quantités diri- 
gées -i- 1 et — I, on passe à la recherche d'une expression, où l'angle 
indicateur d'une direction quelconque figure comme exposant, et 



« je ne vois pas non plus. » Ces conséquences se basent toujours sur ]a pré- 
tendue possibilité de considérer comme analytiques tous les principes déduits 
de la combinaison des concepts de quantité et de direction dans un plan, ce 
qui n*est nullement exact ; ainsi le principe de décomposition (dont nous 
parlons plus bas; qui consiste à établir que si o -|- ib = a' + ib' on doit 
avoir a = a, ô = ô', est pui-ement géométrique, et n'a jias d'analogue en 
algèbre. Argand, du reste, avait déjà compris la confusion impliquée dans les 
objections de Servois, car, dans sa réponse publiée aux Annales de Mathéma- 
tiques, [. V, p. 197 à 209, il dit : « La relation entre deux lignes données 
€ définie comme l'a fait M. Fhaisçais se conçoit avec toute la précision géoraé- 
« trique nécessaire. Qu'on nomme cette relalion rapport ou ce que l'on voudra, 
« on pourra toujours en faire l'objet de raisonnements rigoureux cl en tirer 
« des conséquences de géométrie et d'analyse. La seule question (|ui reste à 
« savoir est donc, s'il est permis de désigner cette relation par les mots 
« rapport ou proportion qui ont déjà une acception déterminée et immuable. 
« Or cela est effectivement permis, puisque, dans la nouvelle acception, on ne 
« fait quajouter h l'ancienne, sans d'ailleurs y rien changer. On généralise 
« celle-ci de manière que l'acception commune est pour ainsi dire un cas par- 
« ticulier de la nouvelle. » Il s'agit donc d'une définition de nom, justifié© 
« parce qu'en l'adoptant on généralise la définition .ordinaire du même nom. 
« Dire qu'il n'est pas prouvé que i- a v— i soit moyen de position entre 
« -f a et — a, comme le fait M. Servois, équivaut îi observer que le sens du 
« mot rapport ne renferme rien de relatif h la position, p 



r 



CIIAPITHE II. KFS QIAXTITKS DIRIGÉES DANS UN PLAN 09 

qui, dans le cas où ces angles sont ceux qui déterminent les vecteurs 
-h 1 , H- / — 1 , — 1, — v/ — 1. prenne précisément ces dernières 
valeurs. On est ainsi conduit à la définition géométrique de l'addi- 
tion des vecteurs, ainsi qu'à celle de la multiplication, et partant à 
toutes celles qui en dérivent. Au contraire, dans la marche que 
nous avons suivie, on définit les opérations sans se préoccuper 



du symbole / — i et de ses dérivés, et Ton fait voir ensuite la cor- 
respondance qu'il y a entre les symboles en question et ceux qu'on 
déduit de ces définitions. 

L'abbé Georges (^), dans un avant-propos préparé pour une pu- 
blication qu'il avait en vue sous le titre de « De l'acception des 
quantités dans l'analyse mathématique d, publié, ainsi que d'autres 
ouvrages inédits, par l'ingénieur J. Evrard sous le litre de Théorie 
des acceptions ('), après avoir fait le même raisonnement qu'Ar- 



gand sur le sens à donner au symbole \/ — i , dit : « La possi- 
« bilité de déduire toutes les directions formant un angle droit entre 



« elles, à partir de -t- i, de Texpression (y/ — i)», où a serait ex- 
« primé en nombres entiers et représenterait un nombre quelconque 
c( d'angles droits ou de quarts de circonférence de rayon i,7n'a porté 
a à conclure qu'en continuant à évaluer a relativement à cette unité^ 
« fy — i)a représenterait toujours la direction sous l'angle a fait 
< avec ■+- 1 pris pour (v^ — i )•, qu'elle que soit la valeur entière, 
« fractionnaire, rationnelle ou irrationnelle de a (^). » 

On voit donc que (iborgbs n'est (|ue porté à conclure une repré- 
sentation qui est forcée, comme nous l'avons démontré, une fois 
convenu le sens à donner aux symboles -+-i,-f- /— i, — i, — v^— i. 
Il n'est donc pas étonnant (et on se rend ainsi parfaitement compte 

(1) Né en 1796, mort en 1887. 

(2) Mémoire sur V interprétation des symboles dits imaginaires ou Théorie 
des acceptions avec ses applications en algèbre et en géométrie, par J. 
E\iuED, Paris, Baudry et Gie, 1891. 

(3) Evrard, dans sa pubUcation des ouvrages de Tabb^' Gborgbs, commence 
ainsi la partie relative à l'introduction de ce symbole : « Remarquons que, à 
« cause de (— i) = (— i)» et de 4- i = ^(Er\')i = (- O'" * = (- 0°, les 
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de la métaphysique de cette théorie des Acceptions dans le plan carac- 
térisée par le lait qu'on exprime les vecteurs par le symbole (/ — i )* 
dans lequel a, qui indique Fangle que fait le vecteur avec la di- 
rection désignée par h- i , est exprimé en prenant l'angle droit pour 

unité, et qui correspond, puisque - = i = - , au symbole \/ — i ^ 

trouvé plus haut), il n'est donc pas étoimant, disions-nous, que les 
calculs laits avec cette notation produisent des résultats concordants 
avec la définition donnée de la somme et du produit des vecteurs, et 
permettent de donner une interprétation aux formules déduites au 
chapitre précédent, en appliquant le mécanisme du calcul au cas 
où il n'est plus logiquement valable. Voilà tout le mystère de cette 

théorie dévoilé. 

3^ 

L'emploi des expressions exponentielles e'^ ou v^ — i ^ pour expri- 
mer les vecteurs est très commode pour la notation des opérations, 
car ces exposants se comportent comme s'ils affectaient des grandeurs 
et non des directions. On a par exemple : 

œi^lbe^^' =.^a1 b) e'(«=^'>') 

« expressions analytiques des deux direcLions primitives peuvent 8*écrire 
« OA = ( — I)^ OC = (— i)*. Le rapprochement, sous cette forme, des coeffi- 
« cients de A, fait ressortir entre -f i et — i un lien de continuité qui 
« n'apparaissait pas d*abord ; ( — i)* et (— i)* sont en effet les deux valeurs 
« correspondant à o = o et <p = i de la fonction exponentielle (— 1)9 .. » n 
fixe alors un sens de rotation, il exprime o en fonction de la demi -circonfé- 
rence prise pour unité, et il considère cette exponentielle (—1)? comme cor- 
respondant & chaque position intermédiaire du vecteur- unité. Si Tangle est 
exprimé en fonction de Tangle droit, il faut remplacer 9 par ^, et Von tombe 
ainsi sur le symbole (y/Jl~)'iP, qu*il appelle acception du vecteur de module 
a; ce mot correspond à in cZmawo m, argument ou verseur. Mais Tassimi- 
lation du symbole (y/— i)?. qui indique tout simplement une direction, h 
l'exponentielle (— i)* qui, comme nous avons dit plus haut, page 43» est 
une fonction i^minemment discontinue et sans représentation i)ossible, implique 
une confusion analogue à celle de Scrvois, dans laquelle Evrard tombe tout de 

suite en posant (— i)^"" * = (— i -(— i)"" '^ = + i. (— i)""^ = (— i)"~^ 

/ (a + P) / « / 3 

et y/— V ' '^' = y/ — I X v^— 1 , sans avoir encore défini la division des 

vecteurs. 
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OU 






(a«^»^)- = a»"»^*^"* V a'" /— i ^ = a »» s/— i "^ ^ . etc. 



Noos avons déjà vu le sens à donner aux exposants nuls et négatif^i. 
Les formules (8) du chapitre précédent peuvent également s'inter- 
préter, car Ton a (lig. i3) : 

MX ; . e*» — e~** PN e«H-^-« 

= v^ — I sm a = — = C08 a = . 

2 2 2 2 

Seulement avec ces expressions on court le danger de tomber dans 
des Gonfiisions analogues à celles où sont tombés Servois, Evrard et 
d'autres, car le concept d'exposant implique celui de quantité, et 
ainsi on est tenté, si l'on n'y prend garde, d'oublier que ces expre- 
sions indiquent des directions et de les traiter comme si elles repré- 
sentaient des quantités. Cette dualité d'interprétation des exposants 
est donc dangereuse, et il faut y prendre garde spécialement quand 
on généralise la question, comme nous le verrons bientôt. 

Si on applique le mécanisme du calcul à l'expression symbolique 
e*^ en prenant le logaritlime népérien, on obtient log« e^ r= ta. Quel 
sens donner à ce résultat ? Assurément aucun ; on peut tout simple- 
ment l'énoncer en disant : le mécanisme du calcul conduit à dire, 
par analogie, que le logaritlmue népérien d'un vecteur-unité ayant 
un argument a ou a -4- 27ir,, est ce même angle imaginaire, et que 
partant ces vecteurs ont des logarithmes multiples répondant à la 
formule e(a -h ^nr.). C'est une proposition sans aucune utilité. 
De N = Ne* '^ + ^* -> on déduit aussi loge N = log. Ne*' > + ^^'^^ = 
n -h akrJ, en supposant e" = N. 

De même on aurait 

— N = Ne*'^ = iV (' + ^*^) = Ne'^ (^^* + '> 
d'où 

loge (— N) = n H- [nk -H i) Tzi. 
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On pourrait de même prendre Texpression \f — i "^ , et considérer 



v/— 1 ^ ou v^— 1 comme une base de logarithmes ; ces derniers, pris 
alors comme des angles évalués en parties de rayons ou de quadrant, 

a 

viendraient à être les exposants des puissances de base v^ — i ^ ou 
\J — 1 qui représentent les vecteurs correspondants à ces an- 
gles ('). 

Ces observations sont celles que M. IIaton db la Goupillièrb (*) 
énonce en disant : « Un nombre (') positif a? a un logarithme réel Lî? 
« qu'on trouve dans les tables, et une infinité de logarithmes imagi- 
« naires qu'on obtient en leur adjoignant des circonférences imagi" 
« naires.... un nombre négatif n'a que des logarithmes imaginaires, 
« qui s'obtiennent en adjoignant au logarithme de la valeur absolue 
« un nombre impair de demi-circonférences imaginaires ». 

On sait à présent ce que Ton peut tirer de ces grandes phrases, et 
ce que vaut tout juste cette proposition. C'est encore renonciation 
sous une autre forme de l'égalité symbolique : ô*" = cos a h- i sin a 
déduite de l'application forcée du mécanisme du calcul dans les cas 
où il n'est plus valide, et interprétée au moyen des formules re- 
latives aux quantités dirigées dans un plan. On ne tire aucune 
utilité de ces nouvelles définitions compliquées, et il faudrait du 
reste, pour les accepter, savoir ce que Ton entend par un arc de 
cercle ou par un angle imaginaire, et alors on rentre sur un terrain 
scabreux, ainsi que nous le verrons plus loin (voir Note II de l'Ap- 
pendice). 



(i) Fbahçais écrivait aussi aV'— r = log i», et il croyait que cela était le 
germe d'une théorie très elmple et très lumioeusc des logarithmes naturels : 
// explique^ dit il, l'expression énigmatique : «Les arcs de cercle imaginaires 
sont des logarithmes ». Il donne enfin un sens raisonnable et intelligible à 
Véquation symbolique et mystérieuse - / — i = log y' — i* (Annales de 
GuRGOifiTB. t. IV, p. 61-71). 

(S) IIator db la Godimlli&rb. Eléments du calcul infinitésimal, n^ 68, 
p. 90. 

- Toujours la même erreur où est tombé SisRvoii. 



r 



CHAPITRE II. LES QrAXTITÉS DIRIGÉES DANS LN PLAN' 73 

Revenons un peu en arrière. Nous avons vu que la délinition des 
quantités dirigées dans un plan conduit à l'expression a h- hi qui 
indique un vecteur dont les projections sur les demi-droites dirigées 
désignées par -h i et -h i contiennent a et 6 unités respectivement, 
c'est-à-dire qui exprime un vecteur somme des vecteurs de a et 5 
unités dirigés selon les demi-droites en question. Nous avons vu 
aussi que ces expressions correspondent à la forme a -\- h \f — i 
obtenue analytiquement par Tapplication du mécanisme du calcul 
aux quantités dirigées en deux sens dans le cas où il n'est plus va- 
lable. 

Ces dernières expressions peuvent donc s'inU^préter comme indi- 
quant des vecteurs dont les projections sur deux axes fixes orthogo- 
naux contiennent a et 6 unités de longueur. On les nomme alors 
analytiquement quantités compleœes ou nombres complexes, selon le 
point de vue (*). Ces quantités complexes impliquent donc la somme 
de deux autres quantités composantes irréductibles entre elles ; leur 
I annulation exige Yannulation simultanée de ces deux éléments 

j (a = 0, 6 = o), et leur égalité, l'égalité simultanée des mômes com- 

posantes correspondantes. Ce principe nouveau, qui consiste à définir 
l'égalité a -h î6 = a' -H ib' en établissant que a = a\ b = b' 
simultanément, n'a pas d'équivalent en algèbre ; on le nomme prin- 
cipe de décomposition^ et il résulte de l'interprétation géométrique 
donnée aux quantités complexes, ainsi que de la définition de la 
somme de deux vecteurs. C'est justement la nouveauté de ce principe 
sans équivalent analytique (^) qui explique pourquoi devaient échouer 
dans leurs recherches ceux qui, comme Servois, voulaient traiter 
les droites dirigées dans un plan comme des fonctions ordinaires 
algébriques f(a, a) de leur longueur et de l'angle qui détermine la 
direction. Il est évident, en effet, qu'on ne peut démontrer des pro- 

(0 C*est à-dire comme quantité ou comme nombre; comme quantité, le mot 
unité est sous-entendu : a -\- b^ — i est alors écrit pour (a + b ^ — i) 
unités, Tunité étant celle dirigée dans le sens + i. 

(') On entend ici, par analyse, l'analyse des quantités non dirigées ou 
dirigées exclusivement dans deux sens, c'est-à-dire l'algèbre ordinaire. 
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^riétés qui sont des conséquences immédiates de la généralisation 
d'une définition^ en se basant sur des définitions antérieures, moins 
étendues que la nouvelle. 

Maintenant, il est naturel de se demander si la définition de la 
somme et du produit de deux droites dirigées dans un plan, telle que 
nous Tavons formulée, est la seule qui permette de satisfaire au 
principe de Ilankel, c'est-à--dire à la permanence des propriétés 
d'uniformité, de commutativité et d'associativité de l'addition et de la 
multiplication, de la distributivité de la seconde par rapport à la pre- 
mière, de l'existence d'un module pour la multiplication, ainsi que 

de toutes les autres pro- 
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priétés inhérentes aux 
opérations telles qu'elles 
ont été établies pour les 
grandeurs non dirigées. 
En d'autres termes, au 
point de vue analytique : 
Peut-il y avoir d'autres 
systèmes de quantités 
complexes à deux ter- 
mes satisfaisant aux rè- 



gles essentielles du calcul algébrique ? 

Pour résoudre cette question, imaginons deux axes orthogonaux 
Ox, Oy (f ig. 1 5) et désignons par la lettre a le vecteur-unité OK 
dirige suivant la droite 0.r dans le sens ciioisi arbitrairement, et par 
P le vecteur-unité OL dirigé suivant la direction Oy également choisie 
d'avance, de bas en haut par exemple. Soit OA un vecteur composé 
de a vecteurs a, et OB un autre contenant b vecteurs p ; nous aurons 
donc OA = aa, OB = b^. Ecrivons «a -+- ôp, et, du moment que 
cette somme est censée indiquer un vecteur, supposons que ce vec- 
teur soit représenté par OC, et qu'il contienne c vecteurs égaux au 
vecteur-unité f dirigé suivant la droite OC ; nous aurons 

cy •= aa -h b^. 



Si l'on multiplie cette égalité par un nombre quelconque m. 
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on pourra écrire cm^ = amoL -^ bm^, du moment que les règles 
mécaniques du calcul doivent pouvoir s'appliquec ; mais cmy 
indique un vecteur OC composé de m vecteurs OC ; de même, ama et 
bm^ représentent des vecteurs OA', OB' composés de m vecteurs OA 
et OB ; donc, si nous unissons les extrémités de ces six vecteurs, les 
droites CA, C'A', CB, C'B' seront respectivement parallèles en vertu 
de la simiUtude des triangles OCA, OC'A', OCB, OG'B', et comme 
dans le cas où a = o il faudra avoir cy = &P, il est de toute nécessité 
que les droites CA, C'A' soient parallèles à Oy ; on verrait de môme 
que CB, C'B' doivent être parallèles à Ox. Donc ï'extrémité du 
vecteur OC s'obtiendra en menant par A et par B des droites paral- 
lèles aux axes jusqu'à leur rencontre (en Cj). On voit ainsi que tout 
vecteur OC, peut être remplacé par la somme de deux autres OA et 
OB dirigés respectivement suivant les axes fixés, et déterminés par les 
projections orthogonales sur 
ces axes du vecteur donné. 
Cette dernière observation 
permet d'établir ce que Ton 
doit entendre par somme de 
deux vecteurs quelconques 
OM, ON (fig. 16) : il suffit 
d'écrire OM = aa -4- 6?, ON 
= a'oL -h 6'p, car la conser- 
vation des règles mécaniques 
du calcul donne pour expres- 
sion du vecteur somme (a h- a') a h- (ô h- b') ^, ce qui fait voir que 
ce vecteur somme est la diagonale OP du parallélogramme formé 
avec les vecteurs OM et ON comme côtés adjacents ; c'est justement 
la définition que nous avons donnée pour la somme des vecteurs, 
définition qui se trouve ainsi être unique. 

Le princii)e de décomposition et les conditions d'égalité et d'annula- 
tion des quantités et des nombres complexes, citées plus haut, restent 
donc ainsi établies. 

Passons maintenant à la définition de la multiplication des vec- 
teurs. Considérons d'abord les vecteurs-unitos orthogonaux ci-dessus 
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indiqués par a et p ; du moment que le produit de deux vecteurs 
doit être un nouveau vecteur, on pourra écrire : 

!ap = A- a -4- Z p 
PP = ra H- rp. 

Si Ton veut que la propriété commutative ait lieu, il faudra sup- 
poser que «p = pa. 

De même, pour satisfaire à la propriété associative, on devra avoir 
ap, p = a. PP, donc : 

(Aa -H ;p) p = a (Ar^a ^ f p) 

ou 

Aap -h ^p« == A^a* -h rap 

On obtient ainsi pour k' et l" les valeurs : 

Maintenant, si Ton veut que cette multiplication ait un module 
unique et déterminé, le vecteur-unité qui sera choisi pour module 
détermine une droite telle que le produit des vecteurs dirigés selon 
elle se fera comme s'il s'agissait de longueurs dirigées uniquement 
dans deux sens ; par conséquent, si Ton veut conserver les mêmes 
dispositions et notations précédemment employées et pouvoir dé- 
duire du cas général le cas particulier récemment cité, on devra 
choisir cette droite comme support du vecteur a, et sa perpendicu- 
laire comme support de p. 

Puisque a est alors pris pour module, il faudra définir les expres- 
sions aa, ap = pa et en général Ya = a^, comme indiquant respective- 
ment les vecteurs a, p et y ; en d'autres termes, la multiplication d'un 
vecteur par a voudra dire le prendre une fois. On devra se garder 

d'écrire 

a p 

- = 1 ou -^ = 1 

a p 



OU encore 



mY 

- - = m, 
ï 
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il faudra au contraire poser 

à moins qu'on ne convienne d'avance de considérer les nombres isolés 
comme sous-entcndant le vecteur a, éliminé par commodité. 

Pour satisfaire aux nouvelles conditions aa = a, a^ == p, on doit 
faire dans (i) 

^k =0 1=1 

I k! = i l' = 
mais alors pp prend en vertu de (2' la forme indéterminée : 

nous pourrons donc poser : 

( aa = a 
(3) ap = pa = p 

f pp = Xa -h fJip 

X et il indiquant des nombres quelconques. 
Considérons alors le produit de deu.x vecteurs quelconques : 

(aa -^ ^;p)(a'a-f-6'P). 

La propriété distributive étant supposée satisfaite, nous aurons : 

(aa -H ôp)(a'a 4- //p) = aa'a -h (W -+- at')p -+- ô^/'pp 

remplaçant pp par sa valeur, on déduit : 

(aa -f- b?) (a'x -h &'p) = (aa' -¥- bb'l)x -h (ba' -i- aV -f- bb'^)^ 

Pour que ce produit soit nul, le principe de décomposition exige 
que Ton ait séparément : 

aa' -+- bV'k =:= o W -h ab' -4- bb'\i. = o. 

Ces conditions sont satisfaites, si a et b, ou si a' et b' sont simultané- 
ment nuls, c'est-à-dire, en vertu du même principe, si un des facteurs 
du produit est nul ; mais le produit peut aussi s'annuler sans qu'aucun 
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de ses facteurs soit nul, si Ton a Tégalité 



<4) i-v 



a a' ~ |jL =b y/^» -+- 4X 



•i 



De même, si nous nommons .ra h- yp le quotient des deux vecteurs 

(aa -H 6?) et (a'a -h ô'p), on aura : 

a%'^b^={a'%^b'^)(x%-^yf)={a'x-^Vy\)a-^{a'y^h'x-^h'yii)^ 

donc 

a = a':i7 H- ô'y X 

ô = a'i/ -h b'x -^ h'y \l 
ce qui donne pour x et y les valeurs 

an' — bb'\ -\- ab'ix 

^— V^ -+- a'bY^'^' 

ah — nb' 

^""o'--+-a'6'HL — X6'^' 

Cette division serait impossible si 

était nul, c'est-à-dire si 

a' — fx±v/f^'-4- 4>^ 



(5) 



6' 



à moins que ax -\- b'^ t^ o ou a!% -h b"^ = o, auquel cas elle serait 
indéterminée. 
Maintenant on peut distinguer trois cas : 

1*^ HL* 4- 4>^ > 2» fjL^ -H 4X := o 3* [JL- -h 4>^ < « 

Dans les systèmes correspondant aux deux premiers cas, les condi- 
tions (4) et (5) peuvent se vérifier, par consé([uent le produit de deux 
vecteurs non nuls peut être nul, et la division de deux vecteurs non 
nuls n'est pas toujours possible ; la théorie de la multiplication serait 
alors profondément bouleversée. 

Le contraire aura lieu si |jl^ -h 4^^ < o ; donc, dans ce système, le 
produit de deux facteurs ne peut être nul que si l'un d'eux l'est, et la 
la division de deux vecteurs est toujours possible et univoque, c'est- 
à-dire a un résultat unique et déterminé. C'est donc le seul qui per- 
mette la conservation des formules essentielles du calcul. 



r 
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Puisque ii^ -\- 4^ doit être négatif, nous pourrons écrire : 
jl2 4- 4X = — A2 
maintenant dans les formules (3) on peut pratiquement remplacer 
dans les calculs a par i, à la condition de le sous-entendre dans les 
termes des expressions où ne figure aucun ve^tteur, et alors nous 
pourrons écrire de même : 

et 

2 2 2 2 2 

Les deux unités capitales, ou vecteurs-unités axes, seront don& 
•caractérisés dans les calculs par les expressions : 

2 2 

D'après cela, un vecteur quelconque aa -+- b^ pourra dans le mé- 
canisme du calcul, et sous les conventions établies, s'écrire : 



En faisant 



\ 2 2 / 2 2 



hix bk 

a = a^^ — = bi 

2 * 2 



on arriverait à l'expression Cj -h b^i, et Ton voit que la multiplica- 
tion effectuée sur elle correspond bien à l'opération que nous avons 
défmie au commencement de ce chapitre sous le nom de multiplicii- 
tion (les vecteurs. 

Si Ton établit, comme il semble naturel de le faire, que le produit 
<le deux vecteurs de longueur égale à l'unité doit être un autre vec- 
teur égal à l'unité, alors on devra avoir : 

module [(a cos 4- 3 sin 0) (a cos 6' -h ^ sin 6')] = i 

n) yovLS ne prenons pas le signe — parce que Ion suppose la tlireclion de ^ 
donnée d'avance dans la partie sup^-rieure du plan affectée au signe -j-, tandU 
que l'inférieure correspond à — p et au signe — de la formule : 
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c'est-à-dire : 
(cos0cos0'-hXsin0sin0')^H-(cos6sine'-i-cosÔ'siae-hHLsm6sin6'f =1. 

Une fois les transformations faites, on arrive à Tégalité : 

(X -H- i) cos cos 0' -h ;ji sln (6 4- 0') = o. 
Pour que ce résultat se vérifie quelles que soient les valeurs de 6 
et de 0', il faut nécessairement que Ton ait 

X = — 1 |x == o 

alors 3' prend pour le calcul la forme p^ = — i , donc p = v^ — i • 

La multiplication des vecteurs s'effectuerait dans ce cas exactement 
comme il a été dit au commencement de ce chapitre ; mais, si la valeur 
de X est différente, il faudra préalablement soustraire aux compo- 
santes des vecteurs à multiplier, parallèles à a, des vecteurs de môme 
direction et sens, et de valeur numérique égale à celle que détermine 
l'autre composante multipliée par - ; puis multiplier ces composantes 

parallèles à p par - ; cela fait, remplacer les vecteurs donnés par 

ceux qui sont la somme des composantes ainsi modifiées. 

Une fois ces opérations préliminaires effectuées, la multiplication 
des vecteurs obtenus se fera selon la définition donnée page 5 1 . Comme 
cette seconde partie de l'opération est celle qui caractérise en réalité la 
multiplication, la définition en question est, comme celle de l'addi- 
tion, la seule possible, si Ton veut que les propriétés fondamentales 
et essentielles du calcul ainsi que la théorie des opérations soient 
conservées. 

Si l'on parle de quantités complexes, on peut énoncer ce résultat 
en disant : « De tous les ensembles de quantités ou de nombres 
complexes à deux unités capitales ayant une multiplication commu- 
tative, associative, distributive ('), avec module, le seul qui puisse 

(*) La propriété distributive ne se trouve on réalité démontrée que pour la 
décomposition d'un vecteur eo deux autres dirigés suivant les axes fixes a, fs, 
mais il e?t aisé de voir qu'elle est générale ; elle résulte en effet des égalités 
suivantes : 

{a + bi) + {a' -f à'i) = (a + a') + [b + b')i ; 

{(a 4- a') + (6 + b')i) (a" +6'ï) = (a + a')a — (6 + b') b" + 
+ ((a + a) A' -f (6 -h b') a") i={a ■^- bi) (a' -f b"i) + («' -f *'«) (a" -f- h'i). 
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être soumis au calcul algébrique est le système des nombres com- 
plexes ordinaires, caractérisé par les unités capitales i et t ». 

Il ne nous reste, pour terminer ce chapitre, qu'à indiquer, par 
quelques exemples, Futilité que la notion de droite dirigée dans un 
plan présente en trigonométrie, en géométrie, en analyse. 

Considérons d'abord la notion de somme de vecteurs. 

Soient OA = a et OB = p deux vecteurs-unités orthogonaux et 
OC == Y un troisième vecteur-unité formant un angle 6 avec la direc- 
tion de a (fig. 1 7). 




Nous aurons alors 



ou simplement 



Y = a cos 6 4- ? sin 6 



Y == cos 6 + 2 sin i 



Maintenant soit OD = un nouveau vecteur-unité formant Fangle ù' 
avec OA. On aura aussi 

i = a = cos 6' -h e sin 6' 

en supposant que & indique le vecteur-unité OE normal à OD. 
En remplaçant a par sa valeur dans l'expression de y on obtient 

Y = (0 cos 6' H- e sin 0') cos 6 -+- p sin 6 

Dassbs — ÉtutJe lar les quantilèi matbémnliq-'ei 6 



^ 
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mais 



2 = P = — sin 0' 4- S C08 0' 



donc 



Y = o((M»^ CÛ6Ô' — «nO ainOO -h s (siii;6 cosO' -+- sin ô cosô') 
et comme on a (Tatitre part : 

Y == COS (0 -h 0') H- e sin (8 -h 6') 

le principe de décomposition exige que Fon ait séparément : 

cos (6 -h 0') = cos cos 6' — sin 8 sin 8' 
sin (8 -t- 8') = sin 8 cos 8' -f- cos 8 sin 8'. 

On obtient ainsi les deux formules fondamentales de la trigonomé- 
trie rectiligne. 
On voit aussi par la simple inspection de la figure que 



cos 8 = cos ( — 0) 



sin 8 = — sin (— 8). 




L'uniformité, la comrautntivité et Tassociativité de l'addition des 
vecteurs est très utile pour obtenir des proi)riétés importantes des 
figures planes. Considérons l'identité : 



a '\- h 

2 



a 

2 



a -^ c 



= constante 



et soit donné le triangle ABC (fig. i8) ; si nous joignons les sommets 
ABC à un point quelconque D du plan du triangle, on forme le qua- 
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drilatère ABC1>. Supposons que les vecteurs a^ b, c de Tidentité 

préeédente soieat les droites DA, DB, DC, alors îsdîquera le 

vecteur qui joint D au point M, milieu de AB, de sorte que 

a -^ b , c 

Y — 

2 2 

sera le vpctcur MX, et 

i /a -h b 



r-^'+f) 



le vecteur DO (N et sont respectivement le milieu de DC et de 
MN) ; de môme, puisque 

2 \2 2 / 

est le même vecteur DO, il s'ensuit que le point est ^alefflent le 
milieu de la droite PQ qui joint le milieu des côtés opposés AD, BG 
du quadrilatère. L'égalité 

a \ 2 2/ 

indique que le point est aussi le milieu de la droite RS qui joint le 
milieu des diagonales du même quadrilatère. Donc, dans tout quadri- 
latère complet, les trois droites qui joignent les milieux des côtés op- 
posés se coupent en un même point qui est leur milieu. En général, 
on verrait de même qu'à toute identité correspond un théorème de 
la géométrie plane. Ainsi Tidéntité 

démontre que les trois médianes d'un triangle sont concourantes et se 
coupent au tiers de leur longueur h partir de la base correspondante. 
Il suffit pour le constater de joindre les sommets ABC d'un triangle 
à un point quelconque D de son plan, puis de prendre, comme dans 
le cas précédent, les droites AD, BD, CD pour les vecteurs a, 6, c de 
l'identité, et d'effectuer les opérations indiquées (*). 

(0 Cet exemple, entre antres, fait roir comment le calcul barycentrique 
de MÔBIC8 est compris dans celui des Equipollences. 



:£-+ 



84 



DFX'XTEME PARTIE. LES QUANTITES DIRIGEES 



La théorie de Faddition des vecteurs a permis aussi à Argand de 
démontrer d'une manière simple et frappante la proposition fonda- 
mentale de la théorie des équations algébriques, à savoir, que 
toute équation algébrique a nécessairement une racine (voir Argand, 
Annales de Gbrgonke, t. V, p. 197-209). 

La définition de la multiplication des vecteurs permet aussi d'ob- 
tenir d'importantes relations. 

La fig. 19, par exemple, nous indique que le vecteur 



0G= cos (0' — 6) -H i sin (0' — 6) 



est le produit de 



OB = cos e — i sin 6 



par 



OD = cos e' -H i sin 0' (gr OA = gr OB = gr OC = 1) ; 




Fig.l9. 



donc, de la propriété distributive de la multiplication par rapport à 
Taddition, on tire : 

cos (6' — 6) -H i sin (6' — 0) r= (cos — 2 sin 0) (cos 0' -*- 1 sin 0') 
= cos cos 0' -+- sin sin 0' -t- i (sin cos 0' — sin cos 0') 

donc : 

cos (0' — 0) = cos cos 0' -+- sin sin 0' 
sin (0' — 0) = sin cos 0' — sin cos 0' 

On pourrait déduire de même toutes les autres formules de la tri- 
gonométrie rectiligne. 
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L'égalité symbolique ou lormule d'ËuLBR 
e^^ = cos 6 -H i sln 6 
interprétée comme il a été dit plus haut, permet d'obtenir immédiate- 
ment un grand nombre de formules trigonométriques ; par exemple, 
de ridentité : 

.6+ ft' / .6— B' 



e*^ — e'^' = e^ ^ 
il résulte : 



ft' / . 6— B' .fl4-ft'\ 



cos— hîsin jaisin ^ -' 



donc 



cos 6 — cos 0' = — 2 sm sm 

2 2 

e — e' A -I- A/ 

sm e — sin 6' = -t- 2 sin cos 



2 
De {e^^T = e*"^ on déduit la formule de Moivre : 

(cos 6 -h i sin 6)'» = cos nô -+- i sin nô, etc. (*) 

La théorie de la multiplication des vecteurs permet aussi de dé- 
montrer plusieurs théorèmes de géométrie plane et rend de grands 
services en cinématique ; il suffit, pour s'en assurer, de lire les ou- 
vrages de Bellavitis ('), de Laisant (*), de IIoûel {^) et d'autres. L'uti- 
lité de l'étude des quantités dirigées dans un plan est donc bien 
établie. 

(1) On vérifie dans n'importe laquelle des dernières figures que 

cos (— 6) = cos et que sin (— 8) = — sin 6. 

(2) Siavois, dans sa lettre citée plus haut, se basait sur les résultats de ces 
transformations pour dire que la méthode d*Argand était un masque géomé- 
trique appliqué sur des formes analytiques dont Tusage direct était plus simple 
et expéditif. Mais pouvait-on se fier h des résultats obtenus par l'application 
de la partie purement mécanique du calcul, quand celui-ci a cessé d'être 
valable ? 11 fallait, au contraire, justifier ces résultats pour pouvoir les adopter. 
G*est ce que Abgard a fait pour la première fois. 

{^) Saggio di flpplicazioni di uri nuovo metodo di geometria analyticaf 
Padova. i835. 

(*) Théorie et applications fies Eguipollences. Paris, 188;, etc. 
(') Sur le calcul des Eguipollences , etc. 
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De môme qu'on a été porte à considérer des quantités dirigées dans 
nn plan, on est également ÎAvUé à considérer desquamtités dirigées dans 
Tespace. Comme, au point de vue de la direction et du sens, la posi- 
tion n'influe en rien, le symbole d'égalité interposé entre deux quan- 
tités ainsi dirigées est censé indiquer que ces quantités représentent 
deux droites parallèles, de même longueur et de même sens. Pour 
déterminer les vecteurs dans l'espace, il faudra évidemment donner 
leur longueur et les angles qu'ils forment avec un plan et une droite 
fixée dans ce plan ; ou de tout autre manière. 

On peut, par exemple, déterminer une droite dans un plan fixe, et 
donner l'angle a que la projection orthogonale du vecteur sur le 
plan forme avec la droite en question, puis l'angle A du vecteur avec 
le plan (fig. 20) ; ou bien, donner l'angle a que fait le vecteur avec 
une droite OX qui lui est coplanaire en même temps que située dans 
im plan fixe MN, puis l'angle A que et dernier fait avec le 
plan du vecteur et de la droite OX (fig. 21). La notation a^^de 
Français pourrait servir dans ce cas : a désigne la longueur, dite aussi 
tenseur ou module du vecteur, c'est-à-dire le nombre de vecteurs- 
unités qu'il contient ; a et A sont les angles indiqués ci-dessus, i>ourvu 
qu'on établisse préalablement la manière de les mesurer, puis l'ordre 
à donner aux deux indices a, A. On peut indiquer aussi les vecteurs par 
deux lettres mises à chaque bout : dans ce cas, comme il a été déjà 
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dit, on convient (!e les Ure et écrire de tnautère que lappomière letfjre 
énoQGée soit celle du bout d'où de\Tait partir un mobile pour décrire 
le vecteur dans le sens qui lui est assigné. Ce bout se nomme tou- 
jours : origine du vecteur, Tautre : son extrémité. 

Considérons trois vecteurs-unités a, p, y, orthogonaux deux à deux 
(iig. aa) dirigés selon les axes Oa?, Oy, Oz respectivement. Soient 




rig.20. Jig.21. 

OA, OB, OC trois autres vecteurs dirigés suivant les mêmes axes et 
contenant a,h,c fois les vecteurs-unités, c'est-à-dire que 

OA = a«, OB = h'^y OC = c;. 
z 




.A 



K 



y--^' Fig.22. 

Voyons ce que Ton devra entendre par l'expression 

aa -f- 6p -H CY 

en supposant que cette somme doit indiquer un vecteur et satisfaire 
aux propriétés essentielles de l'addition . Du moment qu'elle est 
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censée indiquer un vecteur, supposons que ce vecteur soit représenté 
par OD,.et qu'il contienne d fois le vecteur-unité 8 dirigé suivant la 
droite OD ; nous aurons alors 

do r= aa H- ^3 -H cy. 

'Si l'on multiplie cette égalité par un nombre quelconque m, nous au- 
rons : 

donc, si nous joignons le point D aux points A, B, C, et le point D', 
représentatif de l'extrémité du vecteur dmZ, aux points A', B\ G 
représentatifs des vecteurs ama, 6w3, cmy, la similitude des triangles 
DOA, D'OA' ... etc., fera voir que les droites DA et D'A', DE et D'B', 
DG et D'C seront respectivement parallèles. Mais quand a = o, il 
faudra avoir 

dl = b^ -^ CY 

qui est le vecteur OD^ situé dans le plan yOz ; donc il est nécessaire 
que les droites DA, D'A' soient parallèles au plan yOz ; on verrait de 
même que les droites CD et BD doivent être parallèles aux plans 
osOy et xOz respectivement. Donc l'extrémité D du vecteur 

a7.-\-h'^ -^ CY 

s'obtiendra en menant par les extrémités A, B, G des vecteurs «a, 6?, 
CY des plans parallèles à yOz, xOz et xOy respectivement jusqu'à leur 
intersection, qui sera le point cherché. 
Tout vecteur 01) pourra donc être représenté par la somme 

aac -h ^p. -+- Cy 

de trois autres dirigés suivant des axes fixes orthogonaux et déter- 
minés par les projections droites de ce vecteur sur les axes en ques- 
tion. Gette dernière observation permet d'établir ce que l'on doit 
entendre par somme de plusieurs vecteurs quelconques OA, OB, 
OC (fig. 23). Il suffit d'écrire 

0A = aa-h?»3-hcY OB = a'a-+-^»'?-hc'Y 0G = a''a4-«'"?-+-c' 
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alors les règles du calcul donnent pour vecteur-somme le vecteur 
OC = (« -h a' H- a") a-f- (ô 4- ô' -+- M)? H- (c -h c' -H c")^. 

Il en résulte la définition suivante de l'addition des vecteurs dans 
l'espace : Le vecteur, somme de xjlusieurs autres, est celui qui fenne 
le contour polygonal obtenu en plaçant les vecteurs de manière que 
rextréinité de Tun coïncide avec l'origine du suivant sans altérer 
leur longueur ni leur direction. Cette opération est donc commutative, 
associative, uniforme et de module zéro. 

La soustraction des vecteurs n'a plus besoin d'explications après 
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ce que l'on a dit pour les quantités dirigées dans le plan ; on verrait 
de même qu'on peut la transformer en une addition en changeant 
tout simplement le sens du vecteur soustrait, c'est-à-dire en trans- 
formant son origine en extrémité et mce versa. 

Avant d'aller plus loin, tâchons de voir à quoi peuvent servir la 
définition et les propriétés d'une somme de vecteurs dirigés dans 
l'espace. 

n résulte tout d'abord de la nature géométrique de la question que 
réalité de deux vecteurs 

6? 4- CY a'a 4- 6'p -h c'y 
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entraîne séparément les trois égalités 

a=ia' b = b' c = c'. 

De même^ Tannulation d'un vecteur exige l'annulation simultanée 
des trois coefficients : 

a = o b = c=o. 

C'est le principe de décomposition correspondant aux quantités 
•complexes à trois unités capitales a, ^,^. 




rig.24 



Cela établi, considérons un vecteur-unité OD = S situé dans le 
plan œOz (fig. 24). Nous aurons : 



(0 



o == OD = a coB 6 -h 7 akn e. 



Maintenant, soit le vecteur-unité OE = e formant un angle '6' 
avec a et un angle G" avec 0. Si nous considérons le plan des deux 
vecteurs a et e et si nous nommons "Ç le vecteur-unité perpendi- 
culaire au vecteur e dans ce plan AOE, nous pourrons écrire : 

a = Ê cos e' H- J sin 6' 



y 



r 
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substituons dans (i) : 

(2) = 6 cos 6 cos 6' -h J cos 6 sin 0' -h Y sin 6 

Soit o le vecteur-unité perpendiculaire au plan des vecteurs et 
e, vers la partie supérieure de Ja ligure ; soit aussi e Fangle dièdre 
formé par les plans DOE et AOE. et ij le vecteur-unité normal à OE 
dans le plan DOE ; on aura : 

(3) i = T\ cos 6 — © sin 6 

donc 
(43 = £ cosO cosO' -+- T^ cose cos6 sin 9' — o sine cosO sinO' -+- y sinO. 

Or le T-ecteor 3, étant daM le plan DOE, n'a pas de composante 
sur la perpendiculaire à ce plan ; donc* puisque la composante 

— o sine co8<l ânf 

figure dans TexpressioB (4), il tant que la coiaposante du terme y sin 6 
dans cette direction soit égaie et contraire & la première. Si nous 
nonmonfl e' Tangle des denx pians AOD tA DOE, la composante de 
Y sin sur la direction de ^ est : 





<p sin cos sin e' 


dCBC 






sin e 4308 6 sin 6' = ain 6 cos 6 sin e' 


€'est-à-dire 






sin e _ sin e 
sin e' sin e' " 



Si Ton passait d'une manière asaloguc du vecteur au vecteur a 
par rintermédiaire du vecteur t, on trouverait : 

sinO' sine' 

sin e" ~ sin e" 

(e" étant Tangle formé par les plans DOA, EOA). 
On obtiendrait de même 

..X sin 6 sin e 

^""^ sine^ — iTTé"' 

Ces trois relations sont des formules fondamentales de la trigono- 
métrie sphérique. 
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Si X et V indiquent respectivement des vecteurs- unités normaux à 
OA dans le plan AOE, et à ce dernier vers le haut, nous aurons 

Y = — X cos e' -H V sin e* 
mais 

X = J cos e' — 6 sin 0' 

V = <p cos 6 4- T^i sin B. 

Substituant dans (4) en tenant compte de la valeur (3) de $, on ob- 
tient finalement : 

= £ (cos COS 6' -h sin 6 sin 6' cos 0") 
-h y^ (cos sin ô' cos e 4- sin sin e sin e" — sin 6 cos 6' cos e cos e*) 
-i- o (sin cos 0' sin 6 cos 6" — cos 6 sin 6' sin e -f- sin 6 cos e sin e") 

mais 8 est aussi égal à e cos 6" -+- ^, sin 6"; donc, d'après le principe de 
décomposition, il faut qu'on ait : 

( cos 0" = cos cos 0' — sin 6 sin 6' cos e' 
(6) < sin 6* = cos sin 6' cos e -h sine sine sine" — sin 6 cos 6' cos e cos e' 
( = sinO cosO' sine cosB" — cos6 sin 6' sine -+■ sin 6 cose sine*. 

Ces formules, de môme que les précédentes, sont fondamentales en 
trigonométrie sphérique. 

On peut transformer la deuxième et la troisième de ces formules de 
manière à leur donner une forme plus familière. 

Remplaçant dans la seconde sin e'' par l'expression équivalente 
trouvée plus haut 

sin 6 *^ sin e 
sin e ' 

on obtient la formule bien connue : 

sin 0' cos e = cos sin 6' — sin 6 cos 6' cos e". 

De même, remplaçant dans la troisième sin 0' par 

sin e' . . 
. -- sm 6, 
sm e ' 

on obtient la formule également bien connue : 

'sin e' cos e = cos e sin e' -+- sin e cos e" cos 0'. 
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On pourrait de même déduire toutes les autres formules analogues ; 
il suffirait de faire d'autres transformations et de imsser du vecleur o 
au vecteur a par Tintermédiaire de y» ou de a à y par' l'intermédiaire 
de 5. 

En faisant e = e' r= o et 0" = i8o<*, on obtiendrait les formules 
de la trigonométrie rectiligne (en observant qu'alors 6' = -+- 0') : 

cos (6 -h e) = cos e cos 0' — sin sin 0' 
sin (6 -h 0') = sin 6 cos 6' -h cos sin 6'. 

La considération de l'addition des vecteurs dans l'espace peut aussi 
être utile à la géométrie. 
Ainsi la même identité considérée p. 82 : 

1 / g H- 6 ,Ç\__i/a^ & H- c \ ._ i /^ . ^■± c\ 

2\2 2/ 2\a 2/ 2\2 2/ 

permet de démontrer que les droites qui joignent le milieu des côtés 
opposés d'un tétraèdre quelconque se coupent au même point» et se 
divisent réciproqtfement en parties égales ; il suffit de prendre le 
point D hors du plan du triangle ABC (fig. 18), et de considérer les 
droites DA, DB, DC comme les vecteurs a, b, c de l'identité. 
De même, l'identité : 

3^-"^4r"-3-^;— 3-T-"^4r~3-2v— 3-ï--*-4('~3--ï-^ 

permet de démontrer que» dans tout tétraèdre, les droites qui unis- 
sent un sommet au point d'intersection des médianes de la face op- 
posée se coupent en un même point, situé aux trois quarts de leur 
longueur à compter du sommet, etc. 

Nous sommes maintenant amenés à considérer la multiplication 
des vecteurs dirigés dans l'espace. Wbibrstrass (*) et M. Dbdekind (*) 

(!) Karl Wiiihstbabs (1815-1897) : Zur TheoHe der auÀi Haupteinheiten 
geàildeten complexe n Grôssen (GœUingen, i883). 

(2) AiGHARD DiDiKiNo : ouvitige intitulé comme celai de Wiiibstrabs, et publié 
comme le précédent dans les Naohrichten von der kôniglichen Gesellschaft 
der Wissenschaften zu Gôttingen, i885. * 
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ont démoatré que, si Vosi veut conserver à ia moUiplication des vec- 
teurs dans Fespace les pi*o{Miétés comsnutative, associative, dîalriba- 
tive par rapport à Fadditioa, ainsi rjue le module unique et déterminé, 
on ne peut obtenir que des opérations donnant toujours des résultais 
analogues à cexoL qui, dans le cas des vecteurs plans, correspondent 
aux conditions fi* h- ip. > © (voir p. 78), c'est-à-dire telles que 
Tannulation du produit n'entraîne pas nécessairement celle de l'un 
des facteurs, et jpartant ayant une opération inverse (la division) 
qui n'est pas toujours univoque et dans laquelle le quotient de deux 
vecteurs non nuls ik'existe pas touîours (^). 

Cela explique pourquoi Argapid et Françus ne réunirent pas à 
étendre aux vecteurs dirigés dans Fespace leur tbéorîe relative aux 

(1) Gauss avait dr^jà affirmé gne les mnltiplicités à plus de deux dimensîons^ 
ne pouvaient Introduire des nouveUes quantités dans ce que Stolz appeUe 
V Arithmétique générale v inais c'est réeUeraent Wbu»stbab8 qui Va démoatré. 
La façon dont nous avons procédé, page 76 et suivantes, pour la question ana- 
logue relative aux vecteurs dirigés dans un même plan, donne une idée de 
la marcbe b suivre pour le cas des veelevn dirigés dams l'espace : on arrrre k 
constater qu'il est impossible d'évitev — qroeUes que soient le» valeurs données 
aux coefficients des vecteurs qui représentent les produits p^, ^y* Tï* ^ étant 
le vecteur module — le cas où un produit est nul sans qu*aucun facteur le 
soit, et les cas d'impossibilité de la division ou de nraltîpKdté des quotients. 
Weibrstrxss a mémo considén* le cas général d'une quantité complexe à plus- 
de trois unités, laquelle n'est plus représontable géométriquement, et il arrive- 
ainsi à démontrer que l'on i^eut construire des ensembles de ces quantités 
complexes à plus de deux unités satisfaisant aux conditions générales du 
calcul algébrique, mais que ees ensembles ne sont qu'une répétition de ceux à 
deux unités, de sorte que, en fait, ils ne présentent aucune utiUté. Parmi le» 
propriétés obtenues, citons les suivantes : Tout ensemble E de quantités com- 
plexes à n unités principales possédant les propriétés essentielles des opéra- 
tions fondamentales peut se décomposer en r ensembles partiels E,, E2 .. E^, 
& une ou à. deux unités principales, de manière que le nombre total désunîtes 
principales soit n. Toute quantité complexe d'un ensemble à n unités principales 
possédant une multiplication commutative, associative et distributive avec mo- 
dule, est décomposable en r quantités complexes appartenant respectivement à r 
ensembles partiels à «71 « ou à deux unités principales, et tels que la somme, 
la différence, le produit et le quotient de deux quantités complexes de Feosemble 
total sont des quantités de la même forme et s'obtiennent en faisant les 
sommes, les différences, les produits et les quotient» de l«urs composants 
correspondants (c'est- à dire appartenant au même ensemble partiel). Les en- 



CliAPITIlB IH, LK» QUANTrrKS DIRIfiÉE» DANH l' KSI» ACE 



î)t> 



vecteurs situés dans iiu plan ('). On constate en effet aisément que, si 
l'on voulait définir la multiplication de deux vecteurs exprimés dans 
la notation de Frauçais par fl«^ ô»'^. (voir fig. ao et ai) en écrivant 

^«A X bc\. = (a^)(3t + a')(x-hA') 

l'opération ainsi définie serait bien uniforme, commulative et associa- 
tive, mais elle ne serait plus distributive par rapporta l'addition ; de 
« même, si on voulait définir le produit de deux vecteurs-unités OM 




Fig. 2 5 

et ON (fig. 25) comme le fait Fabbé Georges (-), en indiquant qu'il 
faut faire passer un plan par chacun des deux vecteurs et le vecteur 
module OA, puis un troisième plan par un d'eux (OM par exemple), 



semblés partiels à une unité principale sont analogues à Tensemble des quan- 
tités dirigées sur une droite ; les ensembles à deux unités principales, aux 
quantités dirigées sur un plan. Par conséquent, l'introduction de ces systèmes 
ne constitue pas une nonrelle généralisation, mais bien une répétition stérile 
de ce qui existe déjà. Voir la Note i de l'Appendice de l'ouvrage de M. Locis 
CocTUKAT — à qui nous empruntons cette note — intitulé De Vlnfîni mathé- 
matique. Paris, Alcan, 1896. 

(t) Argaïid, Annales de Gergonne, t. IV, p. 133-147. — Sbrvois, ibid. 
p. 61-71. 

(2) EvBARD, TJiéorie des acceptions, P- 91- Paris, Boudry, 1891. 
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formant avec le plan AOM un angle p égal à celui que le plan N0.\ 
fait avec ce même plan, puis mener par N le petit cercle parallèle au 
plan AOM jus(|u'à ce qu*il coupe en P le plan MOP de manière à dé- 
terminer le vecteur OP, que Ton considère comme le produit de 
OM par ON. On vérifierait que cette opération n'est ni commutative, 
ni associative, ni distributive par rapport à l'addition des vecteurs. 

Si Ton veut donc étendre la théorie de la multiplication aux vec- 
teurs dirigés dans l'espace, on est obligé de renoncer à la conservation 
de certaines propriétés combinatoires de cette opération ; mais comme 
— il ne faut pas l'oublier — les définitions et les suppositions que 
Ton fera doivent être subordonnées à leur utilité pratique, il faut se 
garder de laisser à la fantaisie le choix des hypothèses ; au contraire, 
on tâcliera de conserver les propriétés les plus importantes, celles qui 
se prêtent aux combinaisons des calculs ; ces propriétés sont sans con- 
tredit l'uniformité, Tassociativité et la distributivité par rapport à 
l'addition, car la commntativité et l'existence d'un module ne sont 
pas nécessaires pour le mécanisme du calcul. 

C'est justement ce qui a lieu pour la définition de la multiplication 
des vecteurs telle que l'a posée pour la première fois en i843 Sir 
William Rowan Hauilton, professeur d'astronomie de l'Université de 
Dublin. En raison de l'importance que ce système a acquise depuis 
et de sa spécialité (voir Note III de l'Appendice), nous donnerons ici 
sa métaphysique. 

Si a, p, Y indiquent trois vecteurs-unités orthogonaux, pris comme 
axes fixes, le produit de deux quelconques d'entre eux est défini 
comme le vecteur qu'on obtient en faisant tourner le second autour du 
premier, pris comme axe de rotation, d'un angle droit dans un sens 
convenu d'avance ; on voit donc que la propriété commutative est aban- 
donnée. En supposant que le sens donné soit celui de droite à gauche, 
les produits «p, pat, py, t?» v«^ *Y» seront exprimés (voir fig. 26) par : 

( «P = — ï pa = -+- Y 

(1) jpY = — a Yp = -ha 

/ Ya = — P «Y = H- p. 

Maintenant, pour conserver à la multiplicalion la propriété asso- 



CUAPITIIK IH. LES QUANTITKS DIRIGKRS DANS L ESPACE 



97 



ciative, on ne peut définir arbitrairement les produits aa, pp, yy ; en 
effet, si 

a.a^ rrr aa.8 

il s'en suit que, si Ton remplace ap par — y, et si l'on tient compte 

de ce que 

«Y = p. a«.p = — «Y = — P» 

SX doit être défini comme égal à — i. On verrait de môme que les 
produits pp et yy devront être définis par les égalités 

(2) pp = YY = a« = — 1 

Ces trois égalités complètent le sens à donner aux produits des vec- 
teurs-unités orthogonaux deux à deux, et partant d'effectuer le 
pro(]uit de deux vecteurs quelconques : 

(Xa H- fxp -+- vY) QJoL 4- H^'P -h v'y). 

Tout d'abord on voit que le proiiuit d'un vecteur-unité quel- 
conque par lui-même est encore égal à — 1 ; en effet — soit le 

vecteur 

Xa -h fjip -h vY = c 
OÙ l'on a : 

l^ «+- ^8 ^ V* = 1 ; 

le carré de Xx -1- fi3 + vy, en tenant compte des égalités (1) (a) et de 
la propriété distributive qui est supposée maintenue, est exprimé par : 

(Xa -+- |x3 -H vy)2 ^ — (X» -+- jx^ -H v2) = — i. 

Si a, b, c sont les angles (fig. 26) que fait le vecteur-unité -e res- 
pectivement avec les axes fixes OA, OB, OC, on aura 

X = cos a [i =^ cos b v = cos c. 

Si l'on a, de même, un autre vecteur-unité ô formant des angles 
analogues n\ V , c', le produit de ces deux vecteurs, eu égard toujours 
aux formules (1) et (2) et à la propriété distributive, donne : 

(« cos a -h P cos 6 4- Y cos c) (a cos a' -h p cos V -\- y cos c') = 

— (cos a cos a! -+- cos b cos V -h cos c cos d) — (cos b cos d — cos c cos b') « 

— (cos c cos a' — cos a cos c') P — (cos a cos V — cos 6 cos a') v. 

Daasex — Élude sur les qaantilés mathcmaliques 7 
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Mais on sait que : 

cos a cos a' h- cos b cos b' -f- cos c cos c' == cos 

en supposant que G est l'angle que fout les deux vecteurs. Si », cp', ç'^ 
indiquent les angles qi^e fait avec les axes fixes le vecteur Ç normal 
au plan des deux vecteurs donnés, on sait aussi que les coefficients 
de a, ?, Y dans la formule précédente indiquent respectivement 

cos o cos o' cos tp' 
irn ' sïn~0 ' sm~6 * 

Donc le produit des deux vecteurs donnés est : 

— [cos 6 -H (at cos o -H P cos ç' -+- 7 COS o") siu S] 

ou 

— (cos 6 -h î sin 0) = 60. 

Ce n'est plus un vecteur, mais une expression composée de quatre 
termes (c'est pour cela qu'on le nomme un quate^mion) dont Tun est 

un simple nombre abstrait qui 
se nomme scalaire, et dont les 
trois autres correspondent à un 
vecteur. Il faut observer que ce 
résultat procède de la non-exis- 
tence d un vecteur module, (nous 
-A recommandons expressément de 
lire à ce sujet la Note III de l'Ap- 
pendice), ce qui empêche de le 
sous-enlondre comme nous l'avons 
fait dans les quantités dirigées sur un plan, quand aucun vecteur ne 
figure dans un terme. Si Ton fait 6 = 90", le scalaire du produit des 
deux vecteurs s'annule, de sorte que si l'on remplace la somme 
a cos o 4- ? cos o' -h Y cos o" par le vecteur-unité ç qu'elle re- 
présente, on obtient, en supi posant (jue r, indique le vecteur qui oc- 
cupe la position déterminant avec e l'angle de 90", 




rig.26. 



On aurait de même 



1:0 



— ;s = f,, ',t, = — 1= 



r 
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et comme nous avons aussi 

(4) e« == C» = r,* = - 1 

il en résulte cette propriété importante : les relations (i) et (2) ont 
lieu, non seulement pour les axes a, ?, y (^lioisis, mais aussi pour 
trois axes orthogonaux quelconques ; c'est-à-dire que, au point de 
vue des résultats des opérations effectuées sur les vecteurs dirigés 
dans Tcspace, il est indifférent de rapporter ces vecteurs aux axes 
choisis primitivement, ou à d'autres quelconques également ortho- 
gonaux pris à volonté. Cette propriété permet, comme nous le ver- 
rons bientôt, de simplifier considérablement les calculs. 
L'expression trouvée ci-dessus 

os = — {cos e -f. t sin 0) 

suppose que et e sont des vecteurs-unités, mais s*il s'agissait de 
deux vecteurs exprimés, par exemple, par ml et ns, leur produit 
serait 

— mn (cos 6 -h ç sin 0) 

la partie m7i se nomme le tenseur du produit (mo x m), c'est-à-dire 
du quaternion : — mn (cos -f- ; sin 0). La partie (cos j- ; sin 0) 
est le i-erseur ; nous verrons sous peu la raison de ces dénomina- 
tions. 

La propriété distributive, établie pour un vecteur décomposé sui- 
vant les trois axes fixes, est également valal)le pour n'importe quelle 
autre décomposition. Soient en effet (fig. 27) OD et OE deux vec- 
teurs quelconques : d'après ce que nous avons dit plus haut, on peut 
prendre pour axes fixes la direction du vecteur OE, celle d(î sa per- 
I)endieulaire ON dans le plan DOE, et celle delà normale OC à ce 
même plan dans le sens que Ton voudra. Si e, •/; et î indiquent les 
vecteurs- uni tés dirigés suivant ces axes, l'on pourra écrire : 



OE = ei. OD = d,t -h dnT,. 

Donc, en tenant compte des formules (3) et (4) 

OD X OE --- — cd, 4- ed,X)' 



iOO 
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Soit maintenant OM = in^t -i- ?«/; -+- mnri un autre vecteur quel- 
conque ; on a : 

OD X OM = — [m^de -h nindn -H 6?»^^,, — r, d^mc -h $(rfem„ — rfn»i«)] 

donc : 

OD X OE -t- OD X OM = 

mais cette dernière expression est le produit du vecteur OD par le 
vecteur OR, somme des vecteurs OE et OM, car, comme il est facile 




rig.27. 



de le voir, les projections de ce vecteur sur les axes auront chacune 
pour valeur la somme des projections de ses composants. On a donc 
en résumé : 

OD X OE -r OD X OM = OD (OE -+- OM) 

ce qui démontre la propriété distributive générale de la multiplica- 
tion des vecteurs dans Tespacc, telle que l'a définie Hamilton. 
Prenons les équations 

OD = t{d,-^ \dn) 
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divisant Tune par l'autre, on obtient : 

Donc le quotient de deux vecteurs est aussi en général un qua- 
ternion. Or de Tégalité 

OD = OE[e(c/, -+-W„)] 

il résulte que ce quatemion est un facteur qui, opérant sur le vec- 
teur OE, le transforme en 01) ; cette transformation suppose une 
partie opératoire qui cliange la longueur de OE en celle de OD, c est le 
tenseur du quaternion ; et une autre partie qui change la direction 
pour lui faire prendre celle de OD; c'est le verseur du quaternion. 
Pour distinguer ces deux parties, désignons par 8 le vecteur-unité 
suivant la direction OD, on peut alors écrire OD = rfo, et comme 
= e (cos 6 -4- 5 gin 0), 6 étant l'angle DOE, on obtient : 

OD rfo d, ^ , ' ^^ 
m = Te=-e ('^' « -^ 5 sm 6) 
ou 

OD == OE ^ (cos e -h Ç sin 9). 
e 

Or il est évident que, du moment que la longueur de OE est e, en 

multipliant ce nombre par on obtient la longueur d de OD ; donc 

e 

- est le tenseur du quaternion et par conséquent (cos 6 h- Ç sin 6) 

est le verseur. La partie - cos qui ne contient pas de vecteur est 
ce que nous avons appelé plus haut le scalaire. 
On indique tous ces éléments par les symboles suivants : 
^OD d T.OD ,, , 

U Tvp = cos 6 -h $ sin 6 (verseur) 

S ^-p, = cos = T ç.^, cos 6 (scalaire) 
V Q„ = - ? sm 6 = T Qp Ç sm 6 (vecteur). 
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Et les calculs se font au moyen de ces symboles ; ainsi, on écrit 

le résultat trouvé plus haut pour la multiplication des vecteurs sous 

la forme : 

Sso = — cos G Veo == — 5 sin e 

et si les vecteurs n'étaient pas unités : 

Ss8 = — Te To cos Veo = — TeTo ; sin G. 

L'utilité de ces multiplications et divisions ainsi définies, comme 
du reste celle de toutes les opérations relatives aux grandeurs 




Fig.28 

dirigées, consiste en ce que Ton peut se baser sur les propriétés 
associative et distributive démontrées, pour obtenir des relations 
générales entre les quantités ordinaires, indépendamment du concept 
de direction. 

Ainsi, par exemple (fig. 28), soient les vecteurs-unités 8, e, [x 
formant entre eux des angles 8, 0', e'', nous avons, en nommant 
, V, X les vecteurs-uijités respectivement perpendiculaires aux plans 
Se, e(i, [x8 : 

(1) ô = £ (cos ô -h t sin 0). 
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Mais e = fx (cos 0' -4- V sin 6') ; et, en vertu de la propriété dis- 
tributive démon trée, on peut substituer dans (i) la valeur de e ; en 
effectuant les opérations indiquées, on obtient : 

= |jL (cos «ï' H- V sin ^) (cos B h- $ sin B) 
= IL (cos cos 0' -h î sin cos 6' -i- v cos sin 6' -f- v? sin sin 6'). 

Maintenant, si e" Indique l'angle dièdre formé par les plans os et 
£[1, Tangle des vecteurs v et $ sera i8o — e'; donc, si a indique le 
vecteur-unité perpendiculaire au plan vs, on aura 

v$ = — [cos (i8o — e') -+- <j sin (i8o — e")] = cos e' — a sin e" 

donc 

= ^ [cos 6 cos 0' -+- $ sin cos 0' -+- v cos 6 sin 6' -+- sin sin e' cos e" 

— a sin 6 sin 0' sin 8"] 

mais nous avons aussi 

= {JL (cos 0" -t- X sin ô') 

il faut donc que Ton ait 

(i) cos ^ = cos cos 6' -h sin 6 sin 6' cos 6' 

et 

X sin 6" = î sin 6 cos 0' -+- v cos 6 sin 6' — c sin sin 6' sin e\ 

Et en eiiet la sonnne 

è sin 8 cos 0' -H V cos sin 0' — <j sin. ô sin 0' sin e'' 

a pour tenseur (fig. 29) OR, ; donc : 

sin 0'' = T. OR, = 

V/Tiu*0 cos^' -H cos'^ sin'-'e' — 2 sin cos sin O'cos ô'cos e" -f- sin^e sin^e'sin'^B" 

-=y^(i_cos*6)(i— sin''6')-+-cos*0sin20'- 2 sin0cos6sinO'cosO'cos8*-+-sin^esin«0'sin-u'' 

== y/i — (cos cos 0' H- sin. 6 sin 0' cos e'y 

= \/i — cos^e". 

Des triangles rectangles R,, Rj Rj et Rj R3 V on déduit 

R3 Rj = v/ËTRj^-hRaTî/ = v/sin^ sin^ 0' sin* e" -4- sin^ cos* 6' sin^ e'' 
== sin e sin e" 
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RjRa—IljR, cosR, RjRa, cos Ri R3Rj = 



sin 6 sin 6' s in e" 
sin e sin é'^ 



-=sint 



comme il devait arriver du moment que OR^ doit avoir la direction 
du vecteur X. 

On voit donc que Ton a obtenu des formules indépendantes du 
concept de direction et qui, comme la formule (i), sont fondamen- 
tales. 




rig.2^. 



v^--.. 



Ce qu'on vient de démontrer permet d'interpréter géométrique- 
ment le produit de deux quaternions. On sait que ceux-ci ont la 
forme générale : 

gr = 5 H- Xa -+- jxP -4- VY- 

Si le vecteur XaH-|xp-+-vY forme les angles a, b, c avec les axes, 
l'on aura, en supposant que son module soit 7n = si l'^ -4- h^* -h v», 

(7 == 5 -H m (a cos a -+- p cos 6 -4- 7 cos c). 
On peut poser : 

s = p cos 771 = p sin 6 î = Xa + {1^ -h v^ 



donc 



</ = p (cos 6 -+- î sin 0) ; 



> 
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dans cette expression, Ç est le vecteur unité dans la direction déter- 
minée par les angles a, 6, c, et 



p = v/ «* -+- w* = \/ *^ -h X' -+- k' -»- V* 

ce que Ton nomme le fnodule du quaternion^ tandis que Tangle en est 
Varguynent. Le verseur du quaternion est maintenant cos 6 -h J sin 6 ; 
par conséquent, si Ton considère dans le plan perpendiculaire à $ 
deux vecteurs unités 8, e formant entre eux un angle et tels que Ton 
puisse appliquer o sur £ par une rotation autour de ^ dans le sens 
convenu, le verseur en question peut être considéré comme le quo- 
tient - (fig. 28). On voit donc qu'un verseur peut géométriquement 

se représenter par un arc de cercle de rayon unité situé dans un 
plan normal au vecteur du verseur, de longueur égale à l'argu- 
ment de celui-ci et décrit par un mouvement direct autour du vecteur 
en question. Si Ton donne par conséquent un autre quaternion q' de 
vecteur-unité [a, par exemple (fig. 28), on pourra de même repré- 
senter son verseur par l'arc EM et celui-ci sera égal à - . Donc 

\}q = ^ ou = 6 U ^r, 

\jq' = - OU Ê = jJi LY- 

D'après ce qui a été dit plus haut, on peut écrire : 
a = fi Zq'. U^ 



donc 



donc 



LY.U7 = ^, 



e 



ce qui fait voir : 

1** que le produit des deux verseurs est un autre verseur de vec- 
teur-unité X normal au plan ofji et représenté par l'arc DM obtenu en 
sommant les arcs de grand cercle composants DE, EM sur la sphère 
de la même manière qu*on fait pour les vecteurs dans l'espace, 
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c'est-à-(Ure de la façon indiquée page 89, ce qui fait voir aussi que 
Faddition sphérique n'est ni commutative ni associative ; 

2° que Ton peut multiplier les quotients indiqués de vecteurs 
d'après les règles de la multiplication des fractions. 

En multipliant le produit des verseurs par celui des modules ou 
tenseurs des quatemions, la multiplication de ceux-ci sera effectuée. 

Dans le cas particulier où les deux vecteurs-unités des quater- 
nions sont les mêmes (î par exemple), alors les arcs représentatifs 
sont coplanaires, et Ton a : 

^y = p (ces e -^ c sin 0) q ^ p' (cos B' -+- 1 sin 6') 
qci = pp' (cosO" -h $ sin 60 = ?p' [cos (ô -+- 6^ -h Ç sin (^ -+- eO] 

mais, si l'on effectue la multiplieatîoo, on obtient : 

q(^ == pp' [cos 6 cos 6' — sin 6 sin 0' h- Ç (cos 6 sin 6' -h sin 6 cos 6')] 

donc 

cos (6 -^ 0') == cos cos 6' — sîn sin 8' 

sin (0 + «') = cos e sin 6' + sin 6 cos 8' 

Si Ton avait à multiplier un nombre n de quatemions égaux, on 
obtiendrait de même 

q'^ == p" (cos w6 -h ; sin nft) = 0^ (cos 6 -i- Ç sin 6)" 

c'est-à-dire une généralisation de la formule de Moivre, ce qui fait 
voir l'utilité des quatemions dans l'analyse (voir Note III de l'Ap- 
pendice). 

Considérons la fig. 28 ; nous avons obtenu les égalités : 

o£ = — (cos e -t- Ç sin 6) 

ofi = — (cos 0' -h V sin 6") 

3 (e -4- u) = 5s -i- ôfx = — (cos -h cos O'' -4- ; sin 6 -h v sin 0*^, 

mais 

3 (s H- jji) = 3 OR = T. OR (cos DOR -t- o sin DOR), 

<p étant le vecteur-unité normal au plan DOR dans le sens con- 
venable. Le tenseur ou module de OR se déduit de la considération 

A/ 

du parallélogramme OERM, et il est égal à 2 cos - ; d'un autre côté. 
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si lô plan DOR divise Tangle e' en deux parties e', et e',, le vecteur 
o fera avec les vecteurs ; et v les mômes angles ; donc, en projetant 
sur 9, on obtient : 

$ sin 6 -f- V sin e' = o (sin e ces e', -+- sin 6' cos e/) 

Il faut par consc^quent que l'on ait : 
j cos DOR = ^, 

i 2 cos - 

I 2 

j sin DOR = ^njiœs e'^_^smJNîos_B;, ^.^ 

a cos — 

2 

Ces exemples montrent l'utilité de la théorie des Quaternions pour 
obtenir des relations entre les quantités mî^mes, indépendamment du 
concept de direction. C'est une conséquence des propriétés associative 
et distributive de la multiplication des quaternions. 

Il en est de même pour ses applications à la Géométrie, à la Méca- 
nique et à la Physique mathématique. Il suffit, pour s'en rendre 

(*) Et, en effet, on a, d*i4>rè8 la formule [6] du chapitre précédent : 

A' A' 

COS DOR = co« 6 cos h sîn sin - cos B" 

a a 

cos 6" = cos e cos 6' -I- sin 8 sin ô' cos H" 

-^^ ^^_ ^. cos ft" — cos e cos 6' 

uonc 008 B = . — s — ~ îiT , 

sin 6 sin Ô * 

A^ Txrko A *' , • A • V co« 6" — cos 6 COfl 6' 
donc cos DOR = cos cos - + sin 6 sm ^. gr , 

* ^ sin •. a sin — cos - 

a a 

donc finalement 

cosDOR=«^i±-^*:. 

acos ~ 

a 

On a aussi : 

cos - = cos 6 cos DOR + sin 6 sin DOR cos O'j 
a 

6' 
cos J = coe 6" ces DOi; -|- sin 6" sin DOR eos »'i 

en additionnant et en tenant compte de la valeur de cos DOR récemment 
trouvée, on obtient : 

d' A' 

acos == cos2 DOR acos ~ + sin DOR (sin 8 cos %\ + sin (V cos O'^) 
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compte, de lire les ouvrages de Hamilto.n ('), de Tait (*), de Kbl- 
LAND ('), de Unvbrzac.t (*), de Hoûel (^), de Laisam (*), etc. Néan- 
moins, M. Dbdbkini) (^) a fait observer que Futilité des Quaternions 
ne semble pas comparable à celle des quantités dirigées dans le 
plan. 

Pour terminer, nous indiquerons que le mathématicien allemand 
Hbrmann Grassmann, un an (i844) après la première publication faite 
par IIamilton de sa théorie des Quaternions, publia à Leipzig un 
ouvrage de très grande ijnportance intitulé : Atcsdehnungslehre, 
et en i845 un mémoire : Geometrische Analyse j geknïlpft an die 



2C0S - sin* DOR =• sin DOR (sin 6 cos e'j + sin 6" ces e'2^» 

ou finalement, 

sin DOR — ^i" ^ ^^^ ^'1 + »^" ^' <^08 ^\ 

acos - 

a 

Les valeurs de ^\ et «'2 se tireraient des 6galit<>s déduites des formules [5] du 
chapitre précédent 

sin e'i _ sin ft sin H'q _ sin A" 

. 6' — sIuTOR' TT* ~ sin DOR- 

sin -- sin - 

^ a 

donc 

jin_e j _ sin B 
slnle' — iPi'i") ■" sine"* 

(*) W. R. Uàmiltor : Lectures on Quaternions, Dublin, i853. On Quater» 
nions, ap. Philosophioal Magazine (1844- 1849), tomes XXV-XXXV 

(2) P. -G. Tait : An eîementary treatise on quaternions, Oxford, 1867. 
Traduction française augmentée par Tauteur et par le traducteur D'' G. Piaw, 
Paris. i88a-i884. 

('^) KsLL&RD ARD Tait *. Iiitroduction to Quaternions, Londres, 1873. 

(*) K. W. U.TVBRZAGT : Théorie der goniometrischen und der longimetri' 
schen Quaternions. Weisbaden, 1876. 

C^) J. HoÛBL : Théorie éléinentaire des quantités complexes, 1874* Paris. 
IVe Partie. 

(*) G. A. Laisart : Applications mécaniques du Calcul des Quatei'nions, 
Paris, 1877 î Introduction à la méthode des Quatei^nions, Paris, 1881. Voir 
aussi les ouvrages de Harkbl, 1867 ; de Wolsor Wood (i 879-1 885) ; de Gbakfb» 
i883, etc. ainsi que les mémoires publiés dans les Jy^ish Aca^emy Proceedings, 
tomes III h vi, dans le Qvarterly Journal, etc. 

(') Zur théorie der aus n Baupteinheiten gebildeten complexen Grôssen 
i885). I 
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von Leibnitz erfundene geometrische Charakteristik (*). Dans ces 
ouvrages, Grassmaxn développe un nouveau système d'une puissance 
extraordinaire, liant les concepts de grandeur et de direction, qu'il 
appelle le Calcul de l'extension. L'œuvre de ce savant mathématicien 
est tellement vaste et capitale, qu'il est inq)ossible d'en développer 
ici toute la métaphysique ; mais, comme on y traite d'opérations, 
nommées sommes et produits, faites sur des entités où les concepts 
de quantité et de direction se trouvent réunis, il nous semble conve- 
nable de faire voir comment l'opération nommée addition des vecteurs 
s'y trouve être la môme que celle que nous avons traitée jusqu'ici, 
et comment aussi les propriétés d'uniformité, d'associativilé et de dis- 
tributivité de la multiplication y sont conservées; la propriété coin- 
mutative est la seule abandonnée, comme dans les Quaternions 
d'IIamilton, et pour les raisons expliquées plus haut. 

Dans ce calcul des Quantités ejctensives, on appelle somme de deux 
points A et B de même intensité (c'est-à-dire affectés d'un même 
coefficient : poids, masse, etc.) le point milieu de la droite qui les 

joint, pris avec une intensité double. Donc ce point milieu, considéré 

A H- B 

comme d'intensité égale à celles de A et B, sera indiqué par 

Le produit A x B de deux points de même intensité indique, au 
point de vue projectif , la droite (juMls déterminent, et au point de vue 
métrique, le segment AB de la droite en question, c'est-à-dire un 
vecteur dont la direction est indiquée par l'ordre des lettres, et dont 
la longueur constitue l'intensité du produit A x B. 
D'après ces définitions, on a : 

A -h B = B -+- A A X B = - (B X A) A x A = o = B x B 

Si la propriété distributive a lieu, on doit avoir : 

AB H- AC = A (B 4- C) 3= 2 A ^—^ 

mais - "^ est le point milieu de la droite BG, et AO est la 
moitié de la diagonale du parallélogramme déterminé par les vecteurs 

O) Imprimé à Leipzig, par Weidilviïh (1847). 
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AB, ^AC ; donc 2AO est cette diagonale même, ce qui fait voir : 
}^ que la somme AB -+- AC est effectivement un vecteur obtenu 
de la manière indiquée jusqu'ici pour sommer les vecteurs ; 2" que la 
pi-opriété distributive de la multiplication des points par rapport à 
leur addition sert de base à la définition ordinaire de Faddition des 
vecteurs. 

En outre, Grassmann appelle produit de deux vecteurs ai^ Taire du 
parallélogramme engendré par le vecteur a en se mouvant parallèle- 
ment à lui-même le long de p d'un bout à l'autre de celui-ci, et il 
pose : pa = — a3. Ceci fait voir que a.a = o = p.p. 

On a aussi a(P -+- y) = *P -+- =^ï» car Ton nomme somme de deux 
parallélogrammes ap, a^, le parallélogramme diagonal du parallélé- 
pipède qui a ap et ay comme faces contiguës. Ceci démontre la pro- 
priété distributive de la multiplication des vecteurs ainsi définie 
par rapport à leur addition. Enfin le produit AB.C d'une droite 
AB par un point G (les trois points A, B, G étant de môme intensité) 
est par définition le plan qu'ils déterminent, au point de vue projec- 
tif, et l'aire du triangle qu'ils forment, au point de vue métrique. 
Si on le considère à ce dernier point de vue, qui correspond à la 
définition des vecteurs, on voit que (A x B) x G = A x (B x G). 
De même, Grassmaxn nomme 'produit du parallélogramme ap par 
le vecteur y (a, p, y étant issus du même point) le parallélépipède 
qu'engendre ap en se mouvant le long de y parallèlement à lui-même. 
D'après cela on peut écrire 

(aP)Y = a(PY). 

Ges deux dernières formules montrent la propriété associative de 
la multiplication des points et des vecteurs. Gela posé cest-à-dircles 
propriétés distributive et associative de la multiplication étant éta- 
blies), on comprend aisément riniportancc que les quantités exten- 
sives de Grassmann peuvent avoir pour l'Analyse, la Géométrie, etc. 
Mais leur champ d'application est encore beaucoup plus vaste, car les 
définitions données pour la somme et le produit des points, des vec- 
teurs, (^tc. permettant d'Indiquer aussi bien une longueur, une aire 
ou un volume, que la ligne, le plan et Tespace indéfini, où ces quan- 



r 
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lités se trouvent, englobent dans ce calcul la Géométrie projective et 
la métrique (*). D'un autre côté, la possibilité d'attribuer aux iK>int8 
une intensité et do les combiner par des opérations ainsi définies fait 
rentrer le calcul barycentrique de MoDius dans celui de fiRASSMAN.N. 
On peut de môme y faire rentrer la Mécanique en général et la Pby- 
sique mathématique. Cest ce qui fait dire à M. Gouturat (^j que ce 
calcul de Grassmarn réalise Tidéal proposé et entrevu par LBiBi<iiz, 
c'est-à-dire sa Caractéiistique géotnétrtqtie. Il établit aussi un lien 
«ntre toutes les théories qui forment Tobjet des différents chapitres de 
cette étude et les résume tous. Notre objet n'est pas de traiter doctri- 
nalement les thèmes que nous mentionnons, mais uniquement d'étu- 
dier leur philosophie ; c'est pour cela que touchant le calcul de 
GRASSMAiNN uous rcuvoyons les lecteurs aux travaux cités de ce 
savant (^), à ceux de G. Peaiso ^), de IL Fbur Ç'), de Robert Grass- 
maxr (*), etc. ("). 

Nous avons vu dans le premier chapitre de cet ouvrage que la 
création des théories et des symboles doit être subordonnée à une fin 
utilitaire, si l'on ne veui stériliser les mathfhnatiques ou les trans- 
former en une sorte de science cal)alistique ; c'est pour cela que nous 
n'entreprendrons pas de traiter ici la théorie générale des quantités 
complexes, car les quantités de cette espèce autres que celles que 
nous avons étudiées n'étant pas représentables, ne sont plus suscep- 
tibles d'application ; on ne saurait en tirer une utilité positive. On a 
néanmoins étudié des combinaisons de nombres complexes h quatre 

I • ■ Il y a encore des définitions de produits régressifs qui correspondent aux 
interi^ections. 

(2) Louis Coctcrat : La Logique de Leibniz, Appendice V. Paris, Alcan, 1901. 

\'-\ CiiuBSMAïci est né à Stettin en 1809, il est mort en 1877. 

(*; Calcolo Geomctrico seconda V Ausdehaungalchve di H. Grassmann. Tu- 
rin, i888n 

{}) Application de la méthode vectorielle de Grassmann à la Géométrie 
infinités itnale, Paris, 1900. 

C*; Di'i Ausdehnungslehrc oder die M'issenschafl von den extensiven 
Grussen in strenger Formel-Knttricklung. Stettin, 1H91. 

(') A. N. WiiiTEiiBAD : Universal Algebra. Cambridge, 1898. — IÎcrali-Forti : 
Introduction à la Géométrie différentielle suicant la méthode de //. Grcws- 
inann. Paris, 1897. — Revue de Mathématiques de Pbako (depuis 1896;. 
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unités capitales, comme les quaternions, mais basés sur des définitions 
initiales différentes, par exemple dans le calcul nommé icosien (*) ; 
les équations fondamentales sont 

et les résultats obtenus peuvent s'interpréter comme se rapportant 
au passage d'une /ace à l'autre ou d'un sommet à l'autre de Ticosaèdre 
ou du dodécaèdre. Ilamilton a même donné d'autres équations fonda- 
mentales (^) relatives à ce même jeu icosien, mais toutes ces com- 
binaisons, de même que tant d'autres qu'on pourrait imaginer, ont 
un défaut capital : le manque d'utilité. C'est tout simplement un 
exercice mental très ingénieux et méritoire, mais improductif à pro- 
prement parler, au point de vue utilitaire de la science. 

(1) Le Jeu icosien a été inventé par Hamiltor pour servir d'exemple à quel- 
ques calculs de la Théorie des Quaternions ; il est réalisé sur le dodécaèdre 
régulier. Voir le : Mémorandum respecting a New System, of Roots of Unity 
(Philosophical Magazine, x856j. Hahilton dit dans ce Mémorandum : « J'ai 
» été conduit dernièrement à la conception d'un nouveau système, ou plutôt 
» d'une famille de systèmes, de racines de Vunitè non commutatives entiè- 
» rement distinctes des symboles t, J, k, des quaternions, bien qu*ayant avec 
» ceux-ci une certaine analogie générale, et qui se prêtent, mieux même que 
» ne le font les symboles des quaternions, à une interprétation géométrique... » 

(2) Hamiltoh les a mentionnées dans un document distribué à la section A de 
l'Association britannique, pendant son congrès h Dublin en 1857. Voir Edouard 
Lucas : Récréations Mathématiques^ t. II, note IV. Paris, i883. 
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NOTE PREMIERE 



L'ANALYSE CONSTITUÉE UxNIQUEMENT ET ENTIÈREMENT 
AVEC LA NOTION DE NOMBRE ENTIER 



Nous avons indiqué dans le chapitre premier comment Ton peut 
dissimuler et uiôme éliminer des sciences exactes toute donnée 
expérimentale en créant, par définition, des objets et des symboles 
destinés à remplacer ceux qui, d'ordinaire, se tirent de l'expérience. 
Nous avons vu de môme que, ou bien les objets ainsi créés par défi- 
nition représentent ou peuvent pratiquement remplacer ceux de 
Texpérience, ou bien ils ne le peuvent pas. Dans ce dernier cas, la 
science correspondante se transforme en un jeu de symboles sans 
utilité ; dans le premier, le postulat expérimental est dissimulé, mais 
il réapparaît d'une manière sous-entendue à la moindre application 
que l'on veut faire à un objet d'expérience. Ainsi Ton peut développer 
toute l'analyse en se basant, comme dit M. Julbs Tan.nbry ('), sur la 
notion de nombre entier et l'addition des nombres entiers, « sans 
({ faire appel h aucun autre postulat, à aucune autre donnée de l'expé- 

(') Préface de son ouvrage : Introduction à la théorie des fonctions d'une 
variable. Paris, Hermann, i88fi. 

Dashk:* — Ktuiie tor Ie« qoxntité* malhématiques 8 
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w rieiice ; la notion deTinfini, dont il ne faut pas faire mystère en 
<( mathématiques, se réduit à ceci : après chaque nombre entier, 
<( il y en a un autre. » 

Nous allons indiquer comment Ton peut s'y prendre pour 
dissinmler ainsi les données expérimentales et définir tout ce qui, 
dans notre étude, a été la conséquence de lanalyse minutieuse du 
concept d'unité et de celui de nombre d'objets, ainsi que des concepts 
de direction combinés avec les deux premiers au moyen de la notion 
de nombre entier, c'est-à-dire du concept de nombre pris indépen- 
damment de ceux d'unité et de direction. 

Nous empruntons à M. Louis Couturat (*) les définitions relatives 
aux nombres fractionnaires, négatifs et imaginaires, qui ne se trouvent 
pas spécialement déveloi)pées dauo l'ouvrage de Ta.n.nbry. 

Di* finition des nombres /raciionnaires ou fractions. — Une frac- 
tion est l'ensemble de deux nombres entiers rangés dans un ordre 
déterminé et dont le second n'est pas zéro. Si a et 6 sont ces nom- 
bres, le premier se nomme numérateur ^ l'autre dénominateur de 
la fraction, et les deux ensemble termes de cette fraction. On écrira 
(a, h) afin d'éviter le signe de la division, qui n'a plus de sens dès 
que a n'est pas divisible par h. 

Ou dira que (a, h) ~ (a', b'), si l'on a aô' — a!b. 

Si (a, b) = (a\ b') et (a', b') = {a\ b"), on aura 

ab = ba\ a'b" = b'a' 
donc 

aValV = ba!b'a' 

ou aV = ba\ c'est à-dire [a, b) = {a\ b"). Donc cette définition 
de l'égalité satisfait aux conditions générales de toute égalité, no- 
tamment à l'axiome : deux choses égales à une troisième sont égales 
entre elles. Comme abn = ban, on déduit que (a, b) r= (an, bn). 
Cela démontre le théorème fondamental de la théorie des fractions. 
On entend par somme de deux fractions (a, l) et (c, d) la fraction 

(*} De VInfini Mathématique, livre I*''. Paris, Alcaii, 1896. 
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obienne en réduisant (a, h) et (c, d) au mùme dénominateur et en 
sommant les numécateurs; donc 

(a, h) H- (c, d) = (ad, bd) -+- [bc, bd) = {ad -h bc, bd). 

Le nom d'addition se justifie par le fait que l'opération ainsi définie 
est uniforme, coramutative et associative ; maintenant, si Ton ob- 
serve que 

(a, b) -+- (o, d) = {ad, bd) = {a, b) 

il en résulte qu'une fraction de numérateur zéro est le module de 
l'addition des fractions ; ce module se nomme le zéro fractiomiaire, 
par analogie avec l'addilion des nombres entiers et avec le zéro 
entier y module de cette dernière opération. On démontre aussi aisé- 
ment que toutes les fractions de numérateur nul sont égales, et que 
la somme de deux fractions ne peut ôtre nulle que si ces fractions le sont 
séparément ; que la somme de deux fractions non nulles ne peut être 
égale à Tune d'elles ; (jue deux fractions qui ont le même dénomi- 
nateur ne peuvent être égales que si lears numérateurs sont égaux ; 
que, si deux fractions sont inégales, il existe une fraction non nulle 
qui, ajoutée à l'une, donne l'autre ; que la différence de deux frac- 
tions égales est zéro» etc. 

On appelle 'produit de deux fractions (a, b) et (c, d) la fraction 
[ac, bd) qui a pour numérateur et dénominateur respectivement le 
produit des numérateurs et dénominateurs de ses facteurs. Ce nom 
est justifié par le fait que l'opération ainsi définie est commutative, 
associative et distributive par rapport àTaddition, comme il est facile 
de s'en rendre compte. On voit aussi que le zéro fractionnaire , figu- 
rant comme facteur, annule le produit, et vice versa ; que la frac- 
tion (i, i) est le module de la multiplication des fractions, d'où Ton 
déduit ensuite que (i, i) rr= i ; que le produit d'une fraction par 
son inverse, c'est-à-dire par celle qui a les mômes termes inter- 
vertis, est l'unité ; que toute fraction de dénominateur i équivaut au 
nombre entier qui forme son numérateur; que (a, i) : (c, d) = [ad, c) 
= a X (<i, c);que(a,6): (c, i) = (a, Je), et finalement que («, i):(ô, i) 
= (a, b), c'est-à-dire que a :b ^=^{aj b),l\ faut noter que a : ôn'in- 



il6 APPENDICE 

dique pas le quotient des nombres entiers a, b, mais celui des frac- 
tions (a, i), (ô, i) qui les remplacent. On voit aussi, de même, que 
(a, b) -rrr (fl, i) X (i, b) ] quc w(i, n) = (n, n) = (i, i) = i ; que 
(i , i) : 71 = (i^n) = 1 : n. Ce dernier résultat semble faire retrouver 
la conception ordinaire des fractions (indiquant la division de Tunité 
en n parties égales), mais comme il s'agit ici de la division fraction- 
naire, c'est-à-dire des fractions (i, i) : (n, i) qui remplacent les 
nombres entiers i et n, il résulte que cette conception ne peut servir 
de base, et qu'au contraire elle ne se justifie que par la création 
préalable des nombres fractionnaires. 

Ces définitions et conséquences étant toujours conformes avec les 
données exi)érimen taies, il n'y aura rien de changé relativement à la 
science des données réelles ; mais supposons, comme fait observer 
M. G. MiLUAUD (^), qu'après tout ce formalisme on veuille interpréter 
la solution a? = ^ d'un problème quelconque où l'inconnue est une 

longueur, il faudra nécessairement que ^ représente deux fois le tiers 
de l'unité, et alors on rétablira tout ce qu'on aura paru supprimer. 

Passons maintenant à l'introduction du concept de direction : 
1° sur une droite ; 2® sur un plan, et voyons comment on dissimule 
la donnée expérimentale. 

1° On appellera couple de deux nombres entiers ou fractionnaires 
l'ensemble de ces deux nombres a et 6 rangés dans un ordre déterminé 
et on l'écrira provisoirement (a, b). On dira que {a, b) ~ (a', b') 

si a -h b' ~ b -h a'. Si les deux couples sont égaux, et si a = 6, on 
aura a' = b'. Donc (n, n) == (1, 1) = (0, o). 

L'égalité que l'on pose : (a, b) h- (a', b') = (a-^a'y b -\- b') indique 
ce qu'on entend par somme de deux couples ou encore par somme 
algébrique ; de (a, b) -h (o, 0) = (a, b) on déduit que (o, 0) est le 



(") G. MiLBAUD : Préface de la traduction de la Théorie générale des fonc- 
tions de Paul ou Bois-Raymoivd. Paris, Hermann, 1887. 
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module de raddition algébrique, lequel sera nommé par analogie 
zéro alffébyiqice. 

On démontre aisément que, si deux couples sont inégaux, il existe 
un coui>le non nul qui, ajouté à Tun, reproduit Tautre : ce couple se 
nomme différence des deux autres. Si deux couples sont inégaux, 
(a, b) ^ (a\ h'), leur différence est le couple {a -h 6', 6 -+- a'). On 
nomme produit de deux couples (a, b) x (a\ b') le couple (aa' -+- bb', 
ab' H- ba')\ donc {n, b) (o, o) = o. 

On peut ajouter ou retrancher un môme nombre aux deux termes 
d'un couple sans changer sa valeur, et réciproquement. Soit donc 
un couple quelconque (a, b) ; si a > 6, on a (a, b) = {a — 6, o). 
Si a < 6, on a (a, b) = {o, b — a) ; si a = b, on a (a, b) = (o, o). 
Il y a donc lieu de considérer deux espèces de couples : ceux qui, 
réduits à leur plus simple expression, ont leur second terme nul ; on 
les appellera îioynbres positifs ; et ceux qui, réduits à leur plus simple 
expression, ont leur premier terme nul ; on les appellera nombres né- 
gatifs. Le couple intermédiaire (o, o), c'est-à-dire le zéro algébrique, 
sera nommé nombre neutre. « L'ensemble de ces nombres constitue 
« Tensemblc des noinbres qualifiés ; le terme non nul qui figure dans 
« tout couple réduit à sa plus simple expression se nomme la valeur 
« absolue de ce couple ; c'est un nombre arithmétique. La valeur ab- 
« 8oluede(o, o) este Pour simplifier l'écriture, puisque l'un des 
« termes de chaque couple est réduit ù zéro, on représentera un nombre 
(( positif par sa valeur absolue affectée de l'indice p ; un nombre négatif 
« par sa valeur absolue affectée de l'indice n » . 

On arrive ainsi à démontrer cfue tout nombre positif est plus grand 
que zéro et que tout nombre négatif, et vice versa (par zéro on entend 
le zéro algébrique (o, o) nommé, comme nous avons dit, nombre 
neutre) ; que le produit de deux nombres qualifiés a pour valeur 
absolue le produit de leurs valeurs absolues, et qu'il est positif si les 
deux facteurs ont le mùme indice, et négatif dans le cas contraire. 
On verrait ainsi qu'un nombre positif joue, comme facteur, le même 
rôle qu'un nombre arithmétique, et en particulier que (a, b) x (i, o) 
= (a. b) ; donc le nombre positif (i, o) ou ip est le module de la 
multiplication algébrique, comme le nombre i l'est de la multipli- 
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cation arithmétique. Le contraire a lieu pour les nombres négatifs. 

Des égalités (a, o) = (o, o) -+- (a, o) ou flp = o ~h a^, ; («, b) 
= (o, o) — (h, o) on ôn = o — 6p, il résulte que tous les nombres 
négatifs peuvent s'exprimer au moyen de zéro et des nombres positifs. 
L'indice p étant seul n'est plus nécessaire, on peut l'éliminer dans le 
second membre et écrire a^ = o -f- a, 6» = o — 6. [Le zéro est tou- 
jours algébrique et placé pour (o, o)]. On peut même sous-entendre le 
zéro et écTire «^ = -h a, bn = — b, et arriver ainsi à la règle de 
l'addition algébrique usuelle. En résumé, deux nombres arithmé- 
tiques a et 6 ont toujours une différence, mais c'est en tant que cette 
dernière est considérée comme différence des deux couples (c, o) 
et (6, o). différence qui est (a — b, o) ou (o, b — a) soit, en abrégé, 
-h (a — b) ou — {b — a) selon que ay> b oua <C b, 

2" L'ensemble dos nombres entiers et fractionnaires qualifiés cons- 
titue l'ensemble des nombres rationnels ; maintenant, on conviendra 
d'appeler nombre imaginaire ou complexe l'ensemble (a, b) de 
deux nombres rationnels rangés dans un ordre déterminé. On dira 
que (a. b) = (a', b') si « = a\ b = //. ' 

Définition de l'addHion : (a, b) h- (a', b') = (a -h a\ b -h b'). 

Le module de cotte opération est (o, o), on le nomme le zéro ima- 
ginaire. 

Définition de la jnultiplication : (a, b) {a\ V) = {aa' — bb', aV -f- 6a'). 
On vérifie aisément la commuta ti vite, Tassociativité et l'uniformité 
de l'addition et de la multiplication, ainsi que la propriété distribu- 
tive de la dernière par rapport à la première. 

Le facteur (o,o) annule le produit, et récniroquement, ce dernier 
ne peut être nul que si l'un des fadeurs Test. 

On a : (a, 6) x a' = (aa', bd) ; (a, b) (a', o) = (aa', ba') ; donc un 
nombre imaginaire à second terme nul peut se considérer comme 
identique au nombre rationnel qui forme son premier terme ; si a' = i , 
il résulte (a, b) x (i,o) = (a, b), donc (i,o) est le module de la 
multiplication des imaginaires. De (a, b) x (o,i) = (— b, a) et de 
(o,i) X (o,i) r= ( — i,o) = — 1, il résulte que le carré du nombre 
imaginaire (o, i ) est égal au nombre réel — i . 

On remarque ensuite que tout nombre imaginaire (a, b) peut être 
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considéré comme la Fommc de deux nombres (a, o) et (o, h), c'est-à- 
dire d'un nombre réel et d'un nombre pureinent imaginaire; et 
comme : (h, o) x (0,1) = (o, b), il résulte que tous les nombres 
purement imaginaires [>euvent être réduits à Tunité imaginaire, qu'on 
peut indiquer pai' i pour simplifier l'écriture ; les nombres imagi- 
naires pourront s'écrire alors sous la forme a -4- fct, a et fc étant des 
nombres réels, de sorte que les règles du calcul s'appliqueront aux 
binômes de la forme en question a -\- hi, pourvu que Ton lasse 
i X i = i^ ^= — 1 [et il faut se garder d'en déduire que i = \/-^^\ 
car, quand on écrit que le carré de i est — 1, on entend qu'il s agit, 
non pas du nombre négatif — 1, mais du nombre imaginaire ( — 1,0)]. 

Voilà donc comment l'on dissimule les données expérimentales. 
On pose des symboles, on convient de dire qu'ils seront égaux dans 
tel cas, on établit comment on doit opérer sur eux, c'est-à-dire on 
définit ce qu'on entend \^t leur somme, leur produit, etc., de sorte 
que leurs combinaisons sont réglées d'avance comme celles des pièces 
d'un }eu savant. Seulement, ainsi que nous l'avons montré pour la 
théorie des nombres fractionnaires, à la moindre application faite à 
un cas particulier, il faudra dévoiler le postulat ex()érimental si 
soigneusement caclié. Par exemjjle, si dans la solution d un problènobe 
où l'on traite de longueurs on obtient x = — a om œ = a± ht, 
l'interprétation de ce résultat oblige nécessairement à rétablir le 
concept de direction sur une droite ou sur un plan qui avait été ai 
bien dissimulé. 

Mais ces mêmes jeux de symboles en apparence si capricieux et 
artificiels, et dont on est justement choqué, suggèrent ce doute : 
Même en les supposant limités par l'exigence d'une utihté pratique, 
n'y aura-t-il pas d'autres systèmes de quantités en plus de ceux qui 
viennent d'être définis ? Si l'on observe attentivement d'où procède 
l'utilité de ces symboles, on arrive à cette conséquence : quej celle-ci 
dépend de la conservation des propriétés combinatoires des opéra- 
tions, de ce que Ilankel appelle la conservation des lois formelles; 
et alors on constate, comme nous l'avons dé}à dit, que les quantités 
complexes à deux termes constituent la dernière étape de la g(kiéra~ 
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lisation du concept de nombre. On peut néanmoins obtenir encore 
des systèmes utiles, comme ceux des quaternions et des quantités 
extensives, en abandonnant une des propriétés de la multiplication, 
la moins importante, à savoir la commutativité. 

Nous n'entrerons pas dans la théorie des nombres irrationnels, car 
celle-ci dépend du concept de limite, qui ne fait pas l'objet spécial de 
notre étude; nous renvoyons à ce sujet le lecteur à notre thèse 
<- Metàfisica de los conceptos matemdticos fxmdamentales ». Il 
nous suffira de dire que le concept de limite, qui est un postulat 
expérimental comme celui d'Euclide, a été également dissimulé sous 
un jeu de symboles, exactement comme nous Favons montré pour 
les nombres fractionnaires, négatifs et complexes dans les théories 
mentionnées plus haut ; un aperçu de cet artifice se trouve page 43 ; 
il est exposé tout au long dans Touvrage de Tannery déjà cité. 

Le mathématicien allemand L. Kronegker (*) a également Ukhé de 
développer toute l'algèbre uniquement sur la considération du 
nombre entier, qu'il considère comme le seul fondement solide. Il 
évite la considération des nombres nommés fractionnaires, négatifs 
et imaginaires en remplaçant les égalités, où ces nombres figurent, 
par des congruences selon certains modules. 

Soient deux quantités a et b dont la différence a — ô est divisible 
par m, on dit alors qu'elles sont congruentes par rapport au mo- 
dule m, et l'on écrit : a^h (mod. m) ; cette expression équivaut 
donc à celle-ci : 

a — 6 = DIX 
ou 

a = h-^ mx 

X étant un nombre entier quelconque \^), 

(*) Né en i8'i3, mort en 1891. Voir son ouvrage : Ueber den Zahlbegriff 
(Journal de Crblle, t. CI, p. 337). Voir aussi Hermarr Schubebt : System der 
Arithmetik und Algebra. Potsdam, i885, et la Note III de TAppeûdice de 
V Infini Mathématique de M. Couitiut. 

(2) Cette notion de congruence a été introduite par Gauss dans ses Disqui- 
sitiones a7-ithmeticM (1801). 



NOTE I 121 

Quand le module est zéro : a ^b (mod. o), on indique par là que 
a = b. 

Une congruonce à i)lu8ieurs modules ax ^ d l^modd. 6, c] indique 
que les deux membres ax et d sont égaux à des multiples près de tous 
les modules b, c, c'est-à-dire qu'elle équivaut à ax -h by -\-cz — d. 

Gela pnsé, voici comment Kronecker croit se passer des nombres 
négatifs, fractionnaires et complexes. Il évite le nombre négatif 
en remplaçant — i par une indéterminée x, et l'égalité où il figure 
par une congruence de mod. a? -f- i ; car lorsque ce module s'annule, 
c'est-à-dire ([uand a? -♦- i ^^^ o ou a: -- — i , on retombe sur 
l'égalité primitive : ainsi, au lieu de a — 3 = 7 -— 8, il écrit : 

2-h3.^' ^7-1-807 [mod. X -+- i]. 

De môme, il évite les nombres fractionnaires en remplaçant le 
facteur j par x^ {x étant indéterminé), et l'égalité par une con- 
gruence à plusieurs modules de la forme kxk -+- 1 ; ainsi, au lieu de 

n b^ an ->r bm 

m n mn 

il écrit : 

axm -h bxn ^ (an 4- bm)x„,n [modd. mx,n — 1 , nxj,— 1 , mnx,„n — i] 

car cettfi congruence procède de l'égalité : 

axm -h bXn — (an -h bm)x„tn -+- anx,nn [mxm — 1) -i- 
-t- bmx,nn [nxn — — («-^m "^ bxn) (mnx^n — 0- 

Si Ton annule les modules en substituant la valeur correspon- 
dante des Xy on retombe sur la première formule. 

Maintenant, supposons donnée une équation quelconque f{x) = o. 
Si elle a pour racine un nombre entier A-, elle sera divisible par 
X — k, et l'on pourra écrire : f{x) ^ o [mod. {x — Ar)]. 

Si elle a pour racine un nombre négatif — k, elle sera divisible 
par X -h A', et on pourra la remplacer par la congruence 

f'{x) ^ [mod. (o? -h A], 

celle-ci permet donc d'éviter la racine négative ; de même les racines 
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fractionnaires d= r peuvent se remplacer en écrivant 
f{x) ^ o [mod. [a q= hx)]. 

Les racines imaginaires a -f- pi et a — pt seront évitées au moyen 
de la congruence f{x) ^ o [mod. {ax^ -+- hx -+- cj] en convenant de 
dire, dans ces derniers cas, que les équations 

a±hx= o^ ax^ -h ^x -H c = o 

ont toujours rBsi)ectivement une et deux racines, quelles que soient 
les valeurs de a, h et c. 

Ce système est rigoureusement logique et irréprochable sous ce 
point de vue ; mais off re-t-il quelque utilité positive ? On est forcé de 
répondre négativement ; car d'abord son mécanisme est plus 
long que Tordinaire qu'il prétend remplacer, de sorte que son 
seul mérite ne peut consister que dans le fait qu'il repose uni- 
<|uement sur le concept de nombre entier, et qu'il permet de se 
passer des nombres négatifs, fractionnaires et complexes qui sont 
des non-sens arithmétiques. Si cela était vrai, Talgèbre se transfor- 
merait en un simple prolongement de l'arithmétique, sans qu'aucune 
nouvelle notion les distinguât essentiellement. Mais il n'en est pas 
ainsi ; on n'évite les nombres négatifs, fractionnaires et complexes 
qu'en apparence, eu fait on y retombe fatalement ; ainsi, pour que 
l'égalité 2 — 3 = 7 — 8 puisse être remplacée par la congruence 
2-h3a?^57 -H 8a? (mod. a? -+- 1), il faut i^ouvoir faire dans celle-ci 
X -h 1 = 0, mais alors on retombe sur le nombre négatif a; = — i 
(fuc l'on voulait éviter ; et si on n'accepte pas ce dernier, on ne 
pourra pas alors dire (jue l'égalité peut être remplacée par une con- 
gruence. 

En résume, la tentative de Kronbgker n'atteint pas le but que se 
proposait son auteur. Mais cela s'explique par le fait, déjà tant de 
fois indiqué, de l'impossibilité du formalisme pur, i)our faire appa- 
raître des notions plus générales que celles sur lesquelles il est basé. 
On est forcé de se mouvoir ainsi dans un cercle vicieux. 
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LES ANGLES ET LES ARCS DITS 1M.VGL\AIRES 



Lorsque Argand et Français observèrent que rexi)ression \J — i 
pouvait s'interpréter comme indiquant un vecteur-unité dirigé 
perpendiculairement à la droite sur laquelle sont menés les deux 
vecteurs + i et — i dans un plan donné d'avance passant par 
œnx-ci, il était tout naturel qu'ils cherchassent aussi qudle ex- 
pression pouvait indiquer les vecteurs-unités perpendiculaires 
AU plan en question. A cet effet, ils observèrent que, si Ton pre- 
nait pour unité angulaire Fangle correspondant à la circonférence 
-entière, et en employant la notation de Français, les deux vecteurs- 
unités -h yj — 1 et — y/^^T se trouveraient exprimés par ij 

4 
et 1 — I ou par i , et i , de sorte que, si Ton faisait 

4 5 X (+ 4 X (- 0. 

tourner le vecteur i , autour de la droite des vecteurs zb i 

4 X ^+ 
prise comme axe, ce vecteur partirait de la valeur i , pour 

arriver à la valeur i , , et revenir ensuite à la première ; donc 

les deux positions intermédiaires, qui sont celles dont on cherche 
l'expression, s'exprimemieut en mettant comme indice à i, 
-. multiplié par la moyenne proportionnelle de direction entre -h i 
«t — I , c'est-à-dire d= \J — i ; les expressions cherchées seraient donc 
1, et comme on a, en faisant air = i, i^ = i/— i4* 
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(voir page 65), il résulte que i, == «/ — i ^"' ' est aussi 

la formule désirée. D'après cela, les vecteurs-unités intermédiaires 
entre les quatre ± v/--^ï, y/ — i ^ ^"" ' situés dans le plan de 
ceux-ci viendraient, par analogie, à être indiqués par 

I ^ . _ ou v/~ï ^''''' "* "^ ^ ~' ''" "^^ 

j (co8 a + )/ — I Bin a) 

a étant Tangle que forme le vecteur intermédiaire avec le vec- 
teur -h ^/^^i. 

Seulement, il y avait encore à désigner les vecteurs situés hors 
des deux plans orthogonaux considérés, puis à étendre la théorie, 
c'est-à-dire les opérations définies et bien établies pour le plan à ces 
vecteurs dirigés dans l'espace. C'est là qu'ARGAND et Français firent 
de vains efforts (*). Nous avons vu (page 94) le pourquoi de cet 
échec. Du moment qu'il n*est pas possible d'étendre les opérations 
fondamentales à l'espace sans renoncer à quelques-unes de leurs 
propriétés combinatoires essentielles, il est bien évident qu'on devait 
aboutir à des échecs quand on voulut chercher la conservation de 
toutes ces propriétés. Nous avons vu comment Hamilton tourna la 
difficulté (voir Note ÏII de cet Appendice). Cependant le moyen d'ex- 
primer les vecteurs intermédiaires n'était pas à proprement parler 
une simple question de convention, Tunique difficulté consistant à 
trouver une expression générale d'où pourraient se déduire par une 
substitution convenable d'angles les expressions =b 1 , ±1 sj — 1, 

\/ — 1 ^ "^ ' pour désigner les vecteurs qui avaient déjà été ainsi 
exprimés. 

L'abbé Gborgbs, dans sa « Théorie des Acceptions » que nous 
avons déjà citée, trouva cette expression de la manière suivante 
(qui, du reste, est la môme au fond que celle de Français) : deux 
vecteurs-unités formant des angles égaux a de chaque côU^ du 
vecteur -h 1 , ont pour expression respectivement \/ — i et \/ — 1 "* 

(t) Voir Annales de Matfiémaliques de Gergonne, t. IV, p. i33-i47 et aaa- 
q35. 
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(a étant exprimé en fonction de Tangle droit pris pour unité) ; ces deux 
expressions peuvent s'écrire yj — i" ^\\l — i ; donc, si nous 

faisons mouvoir le plan des vecteurs =i= i, zt \J— i autour de =1= i 
pris comme axe jusqu'à former un angle n! (exprimé en fonction 
du dièdre droit pris comme unité), le vecteur considéré, qiii 
continuera à former l'angle a avec h- i , pourra s'indiquer par 

/ / va' 

(/ — » P^r analogie avec la manière dont on a obtenu 

l'expression \' — i pour le désigner dans le plan primitif ; on voit 
que, en faisant a' = o et a = o ou 4^, i ou 4^ -h i, a ou 4^ -H 2» 
3 ou 4 w H- 3, on obtient respectivement -h 1, H- >J — i, — 1, 
— v/— 1 comme il le fallait ; de môme, en faisant a = -+- 1 et a' == i 

on obtient aussi sj — 1 ^~~ ' pour exprimer le vecteur perpendicu- 
laire au plan dz 1, rh v^ -- 1. C'est donc l'expression que Ton cher- 
chait. 

D'après cela, un arc ou un angle imaginaire a sl'^x indiquerait 
un arc de grandeur a relevé sur le plan primitif des deux arcs h- a 
et — a pris de chaque côté de l'extrémité du vecteur -h 1 en faisant 
tourner ce plan autour de ce vecteur -+- i jusqu'à ce qu'il soit per- 
pendiculaire à sa position primitive. 

Seulement, voici les difficultés qu'on rencontre, une fois cette 
définition des angles imaginaires acceptée. 

D'abord, du sens donné aux angles et arcs imaginaires, il résulte 
que 

cos a v/ — i = cos cl ; sii> a \l — 1 = \/ — 1 sin a. 

Or, dans les expressions 



a» a* a' 
cos a = i - jj -H jj - g^ 



E (-'^^S 



sm a = a — -57 -+- în — ••• = 7 (— 7 n 
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si Ton remplace a par a )/'-— u il résulte 

n = ao 

cos a V— I = 1 -f -, 4- V. -1- ^ -h ... = 1 -h > r 

31 4! 6! .^ an! 



n = I 



sm 



n = o 

Donc cos a v^ — 1 n'est pas égal à cos a, ni sin a >J — i à 
V^— 1 sin a. D'un autre côté, la formule d'Euler. 

g* V— I r:=3 cos a -h \' — 1 sîu a 
donne, en remplaçant a par a \/ — i : 

c ~~ * = — = cos a v^— i H- \/ — 1 sin a / — i 

6" 

et comme e^ == v''— i , il résulte que 

v/— 1 ^~' = e-~à = JL = 0,207875 

c'est-à-dire, non un vecteur-unité dirigé, mais bien un nombre. 

Georges fit lui-même cette observation, car il considéra Tégalitè 
symbolique 

TZ I 

. a -a\J — \ 

V — 1 =e^ 

et en remplaçant la base v^— i de l'acception simple par celle 

y/' — i ^ ' de l'acception réflexe, il obtînt 

/ — a' 

/ a tz I V — I 

. û' 

mais si, dans la môme égalité, on change a en a v — i , on tire 

/ a' '^ ./ ./ ' - ./ (' + *'' 
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expres:»ioii qui, pour a' = i , se transforme en 

, a" T, 

V/— 1 =e ^ \ 

ce dernier résultat est complètement contradictoire au premier. Pour 
échapper à ces inconvénients, Gbohgbs commence par ne pas accepter 
les expressions de cos a yj'^^^i et sin a y/ — i que notis avons obtenues 
plus haut, car il les considère comme incai)ables d'interprétation, de 
sorte que, quoiqu'elles s'obtiennent par un procédé régulier de calcul, 
elles sont illusoires et contraires à une explication géométrique. 
Ensuite, il fait obser\'er que l'introduction dans l'analyse du 

symbole \J — i ^ "" ' doit exiger une dérogation aux règles ordi- 
naires du calcul algébrique, car, d'un côté, ce symbole ne peut être 
engendré par des opérations algébriques effectuées sur des termes 
d'acception simple, et d'un autre côté, il se peut que ces opérations, 
d'après la nature de la quesiion, aboutissent nécessairement à l'in- 
troduction du symbole )J — i ^ ~~ ' ds^ns les résultats, quoique cette 
double exponentielle n'apparaisse pas dans les données; donc cette 

introduction du symbole yj — i ^ " ' ne pourra s'obtenir que par 
une dérogation aux règles ordinaires du calcul. Cette dérogation 
consiste en ceci : que Ton doit remplacer >/ — i sj — i par 
^/— 1 ^ ~ ' . Pour justifier cela, il observe que l'expression 



, (I 4- a) 

fait voir que l'arc logarithme a v — i (voir page 72) est bien 

/ a' 

toujours perpendiculaire au plan de l'acception )j — ^ ^ v — i ^j^ 



sorte que, quand ce plan est celui des vecteurs -h: 1 , ih ^/ — 1 ^ '* 

l'arc logarithme doit être dans celui des vecteurs zh 1, dz v^ — 1, 
c'est-à-dire l'arc — a, ce qui explique pourquoi l'exposant de e prend 

la forme — ~ a (ne pas oublier que 7 est pris pour unité) ; mais 



— a 



alors e ^ cesse d'indiquer une direction et prend la forme d'un 
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nombre indépendant du concept de quantité, il faut donc Téviter eu 
remplaçant v^ — i V^--~î par le symbole \J — i ^ ^, qui indique 
une double perpendicularilé. car le vecteur \J — i ^ "" ' est deux fois 
perpendiculaire au vecteur 4- i , et Tare — a est également deux fois 
perpendiculaire à Tare -+- a. Il faudra aussi considérer e symbole 

V' — i ^ ' comme indiquant i , car un vecteur trois fois per- 

pendiculaire au vecteur -f- i ne peut être que lui-mcme, etc. 

Voilà comment Tabbé Georges fonde son interprétation des quantités 
dites imaginaires. Il rejette comme fausses toutes les expressions qui, 
comme celles déjà citées de cos a \l — i et sin a \f — i^ nedonnentpas 
des résultats conformes à son système d'interprétation. La substitution 
de v/ZT^v'— I ^ >^!'^\ y/— 1 le conduit à rejeter également la proposi- 
tion de Lagrange, qui dit qu'une quantité algébrique quelconque 
composée de tant d'imaginaires qu'on voudra de la forme a -+- 6 \!~\ 
peut se réduire à la même forme ; il la remplace par celle-ci : Toute 
fonction de quantités dites imaginaires est réductible à la forme 

Il effectue Aussi des produits de vecteurs dans l'espace en appli- 
quant les règles qull a établies et arrive ainsi à la forme de multipli- 
cation que nous avons indiquée page 96 et qui, n'étant ni connnu- 
tative, ni associative, ni distributive, ne présente aucune utilité 
positive. Enfin, il croit que sa théorie est la seule algébrique dans 
l'espace, sauf la dérogation citée. 

Que faut-il penser de ces résultats "\ Tout d'abord, il est bon de se 
souvenir que les quantités où figure le symbole /^i' n'ont plus au- 
cun sens au point de vue exclusivement algébrique, de sorte que les 
règles du calcul appliquées à elles ne sont plus valables, et que par- 
tant on est libre de donner aux exposants imaginaires le sens que 
l'on voudra. Argaxd l'avait déjà reconnu : dans sa réponse aux objec- 
tions de Sbrvois ('), il fait les observations suivantes : « Ou a dit 

(1) Annales de Gbrgonïib, t. V, p. 197-309. 
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« qu'EuLBR avait démontré que 



ZTTv'-.-.-x'^. 



y/^T*'— = e 



3 



« Le mot démontrer peut être exact, en tant qu'on regarde cette 
« équation comme tirée de l'équation 

g.r v'— I — cos X -I- ^—7 sin ^ 

« doù elle dérive facilement ; mais il ne le serait pas relativement à 

« cette dernière ; car pour démontrer qu'une certaine expression 

« a une telle valeur, il faut d'abord avoir défini cette expression. Or 

« existe-t-il des puissances à exposants imaginaires antérieures à ce 

(( qu'on appelle la démonstration d'EuLBR ? C'est ce qui ne paraît 

« pas. Lorsque Eulbr a cherché à ramener l'expression e^ ^—^ à des 

« quantités évaluables, il a dû naturellement considérer le théorème 

z z^ 
e^ = i H- A H r -+- ... 

Il 2 ! 

« antérieurement prouvé pour toutes les valeurs réelles de z. En 
« faisant z = x v^^, il a trouvé • 

l 1.2 

a d'où il a dû conclure, non que 

e^ y/— I ;_ cos X -h sj^^ sin x^ 

« mais que, se Von définissait l'expression e^ ^"^^ en disant qu'elle 
« représente une quantité égale à cos a? -h \/^^i sin x, les puissances à 
M exposants réels et les puissances à exposants imaginaires se trouve- 
< raient liées par une loi commune. Ce n'est donc, là encore, qu'une 
« extension de principes, et non la démonstration d'un théorème. C'est 
« aussi par une extension de principes que j'ai été conduit à regarder 
« /— 1^"""^ comme exprimant la perpendiculaire au plan zb i , =b y/^^ • 
« Les deux résultats se contredisent, et assurément je n'ai garde de 
« prétendre faire prévaloir le mien, etc. » 

Effectivement, tout est conventionnel ; par exemple, les expressions : 
cos a s/'^x et \J'^i sin a v^^, qu'on nomme cosinus et sinus hyper- 
bohques de a, n'ont nullement besoin d'ôtre interprétées autrement 

Dasskn — Etude sur les quantités mathématiques 
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que comme des symboles représentatifs des séries originaires et des- 
tinés à abréger récriture ; de sorte que, quand on mettra cos (m), 
ce sera pour éviter d'écrire : 

a^ a' 

^ ^ ï! -^ 4! -^ - 

On y gagnera ainsi au point de vue de la simplicité de l'écriture, et 
même aussi au point de vue de la généralisation ; car si, par exemple, 
dans un développement appliqué à Fellipse, figure un cos a, qui pour 
rhyperbole se transforme en un cosha, on pourra profiter directe- 
ment du résultat obtenu pour Tellipse en remplaçant dans celui-ci 
cos a par cos ia ; la formule ainsi obtenue correspondra à celle que 
Ton aurait obtenue pour Fhyperbole, si on avait fait le développe- 
ment spécialement pour celle-ci. 

De même, si Ton multiplie entre elles les deux séries qui expriment 
e^ et e'>, on obtiendra une nouvelle série qui se trouvera être le dé- 
veloppement de e"", dans lequel on aurait remplacé x par x -t- ip ; 
celle-ci peut donc se représenter symboliquement par 6*+ •>, et par 
conséquent on peut aussi écrire, sous cette convention : 

ce qui étend la règle des exposants, môme quand ceux-ci sont imagi- 
ginaires. Seulement, par exposant imaginaire on entend ici tout sim- 
plement un indicateur de la quantité qu'il faut mettre au lieu de ,^; 
dans le développement de e^ 

n = I 

en suivant les règles établies pour les puissances de i. C'est un con- 
cept complètement différent de celui qui a servi pour définir un expo- 
sant, et le fait de lui donner le même nom se justifie par la circons- 
tance que cette nouvelle acception permet de conserver les règles 
établies pour la première, comme Tobserve Argakd. 
Cela établi, on peut écrire 

log (r é'>) = loge ^ H" «P ou e'°V' "^ '^' = re'P 

(ces égalités étant posées par analogie et non à démontrer), mais la 
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dernière permet de définir une puissance complexe (m -+- m), car on 
conviendra qu'elle indique : 

gdog, r -h ip){m + in) __. ^m lofr, r—n}^-^ i (n log, r -f m^)) 

= r»» «— »'' [cos (n loge ^ -+- ^w) -+- ^ siu (n loge ^ H- mjo)] 

puisque [les exposants imaginaires doivent être traités d'après les 
règles ordinaires du calcul. 

De même, si l'on considère l'expression générale (a -\- hi)*'' +^'»», qui 
n'a pas de sens en elle-même, on peut lui en donner un en posant 

b 



cos a = .:. , Sm a =r -7=r: 

va* -H h^ \'ar -+- o* 

car l'expression se transforme alors en 

\/a'^ -+- b' (cos a H- i sin a}"» + »», 
c'est-à-dire 

qui est dans le cas précédent. La possibilité d'interpréter les résultats 
obtenus en convenant de considérer les exposants de la forme p + qi 
de e comme indiquant que dans la série 

n=: I 

on doit remplacer 0? par p -h qi et effectuer les puissances et pro- 
duits des binômes p -\- qi comme il a été établi, rend inutile 
l'introduction de nouveaux éléments de représentation. Mais si on 
veut les introduire, comme Tabbé Gborgbs, à la base d'une théorie 
établie d'avance, on est libre d'accepter ou de rejeter les expressions 
qui se trouvent ou non d'accord avec cette théorie, mais alors on se 
donne un travail qui sera passablement improductif. 

Il faut observer aussi que la phrase de l'abbé Georges : Il n'y a pas 
de quantités imaf/inaireSy formulée comme conséquence de sa théorie^ 
mérite bien la réponse de M. Henri Flbury Q) : C'est cooune si on pré- 
tendait démontrer l'existence du phénix parce qu'on l'a figuré sur 
une plaque d'assurance contre l'incendie. 

(*) Théorie rationnelle de Vinfini mathématique. Paris, a« édition, 1889, 
p. 117. 



NOTE III 



SUR L'ESPACE A QUATRE DIMENSIONS ET LES QUATERNIONS 



De même que la considération des grandeurs dirigées sur une 
droite n'a exigé qu'un axe, celle des grandeurs dirigées dans un 
plan, deux, et colle des grandeurs dirigées dans l'espace, trois, on 
pourrait théoriquement supposer l'existence d'un quatrième axe, que 
nous nommerons a, de sorte qu'un vecteur-unité quelconque (la 
définition de l'addition des vecteurs étant supposée toujours ana- 
logue) se trouverait exprimé par 

ax -h 63 -f- c( -h rfo, 

3, Y et correspondant aux trois vecteurs orthogonaux de l'espace 
à trois dimensions. Supposons que l'on voulût définir une multipli- 
cation de vecteurs dans cet espace à 4 dimensions, en considérant le 
vecteur a comme module ; on aurait alors : 

a3 = p, av = V, ao = ; 

il ne' resterait plus (|ua définir les produits deux à deux des vec- 
teurs 3, Y, 0. Or, quelle que soit cette définition, le produit serait 
toujours un vecteur de l'espace spécial considéré, car le vecteur-mo- 
dule a devra être toujours sous-entendu dans les termes où il n'ap- 
paraît pas de vecteurs. Supposons par exemple que l'on pose 

Py = - Y? = S Yo == - 8y = P 83 = _ p§ = Y, 



1 
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la conservation de la propriété associative exigerait, comme nous 
l'avons déjà vu, que 

c'est-à-dire 

3« = 72 = 8» = — a. 

puisque a est le module. De sorte que la théorie des quaternions, 
dans laquelle le produit de deux vecteurs a l'expression 

a -^ 6? -h CY "h doy 
est en réalité celle des quantités dirigées dans un espace à quatre 
dimensions, dont le module serait justement le vecteur qui représen- 
terait cette quatrième dimension ; un quaternion est un vecteur de 
cet espace ; il se compose d'un vecteur correspondant à celui à trois 
dimensions et d'un autre (le scalaire) qui est dans la quatrième; seu- 
lement, quand la dernière composante s'annule, comme dans le cas 
du produit de deux vecteurs orthogonaux de notre espace ordinaire, 
ce produit reste dans ce dernier espace. 

On pourrait de môme étudier les quantités dirigées dans un plan au 
moyen de celles dirigées dans l'espace à trois dimensions, en prenant 
le troisième vecteur comme module ; seulement, il faudrait pouvoir 
trouver une définition de produit des deux vecteurs Py qui permît de 
conserver, dans cet espace à trois dimensions, les propriétés associa- 
tive et distributive de la multiplication ; or précisément — et c'est la 
particularité de l'espace à quatre dimensions — une fois éliminé le 
vecteur que Ton prend pour module, on peut trouver trois autres 
vecteurs ?, y> ^ tels que le produit de deux d'entre eux soit égal au 
troisième, et cette symétrie si simple manque dans tous les aulrescas. 
La théorie des quaternions a donc réellement un caractère spécial 
qui lui assigne un rang à part. 

D'après ce qui vient d'être dit, la fonnule trouvée plus haut (p. 1 06) 

7" = [? (cos -h f sin 0)]" = p» (cos nO -+- { sin nO) 
correspondrait à la formule de Moivrb appliquée à un espace à quatre 
dimensions, et permettrait d'étendre aux vecteurs de cet espace le 
théorème fondamental de la théorie des équations. C'est un point 
qui mérite d'être traité, malgré sa stérilité relative. 
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